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familiares, amigos, sefioras y sefiores.

Deseo que mis primeras palabras sean de agradecimiento a la
Reial Academia de Doctors por el nombramiento y a su presi-
dente por hacerlo posible. Es un gran honor al cual espero po-
der corresponder contribuyendo al progreso del conocimiento
cientifico con la méxima dedicacién y dignidad. En especial,
quiero manifestar mi gratitud hacia los Senores Académicos
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de contestacidn. Ya hace casi dos décadas, en el transcurso de la
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gustaria agradecer a otras instituciones como el Centre de Phy-
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22 I. INTRODUCCION

Cuando me planteé la eleccién de un tema para este discurso
de investidura, desde el primer momento pensé que podria ser
adecuado tratar algin aspecto de Musica y Matemadticas en el
que hubiese investigado recientemente. Pero, cuando se pasa de
la intencidn a los hechos, relacionar varias disciplinas de forma
rigurosa, sin cometer excesos de especializacién, impone varios
condicionantes a la estructura del trabajo. Por un lado, estd el
manejo de conceptos provenientes de campos muy dispares,
que pueden dificultar la claridad de la exposicién vy, por otro,
que las ideas deben expresarse en un documento cuyas dimen-
siones no hagan perder el interés de quien lo lee o lo escucha.

Para intentar paliar estas dificultades, utilizaremos como hilo
conductor una idea que, en mi opinidn, es sugerente: la miisica
de las esferas. El grado de atraccién por el estudio de la armo-
nia del cosmos nos servird como reflejo de la esencia numérica
atribuida a la musica en diferentes momentos histéricos. Pero
ademds, nos permitird mostrar algunas de las controversias en
las que participaron musicos, matemadticos y fisicos de primera
linea, sobre todo en épocas en las que la ciencia y el arte pare-
clan mds proximos.

De entre todas las aportaciones que las Matemidticas y la Ma-
sica pueden hacerse mutuamente, aqui nos centraremos tinica-
mente en algunos de los criterios para determinar cudles deben
ser las notas musicales; o dicho de otro modo, por qué unos
sonidos se han elevado a la categoria de notas, mientras que el
resto han sido rechazados. Esta idea, que lleg6 a obsesionar a
grandes pensadores, se formularia en un lenguaje actual como
“una busqueda de criterios para seleccionar frecuencias”. Pero
esa aparente simplicidad no debe ocultar que, de los muchos
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esfuerzos que se han hecho para expresar matemdticamente una
parte de la belleza, han surgido grandes construcciones.

En nuestra disposicién por descubrir cémo fijar los elementos
con los que se desarrolla la musica, veremos que las propuestas
han sido muy diversas, de hecho ha habido centenares de for-
mas de llegar a los sistemas de afinacion, que asi llamaremos a los
conjuntos de notas musicales. Sin embargo, sélo las elecciones
que verificaban determinadas propiedades matemdticas se han
utilizado de forma amplia y han llegado hasta nuestros dias.

Como cabia esperar, resulta imposible ser exhaustivo con los
sucesos y los descubrimientos de mds de veinticinco siglos de
historia, por lo tanto, en lo que sigue habremos de conformar-
nos con dar algunas pinceladas a una relacién muy fructifera.
Esto sin desdenar la posibilidad de mostrar el lado humano
de los cientificos. La obstinacién de Kepler por encontrar la
relacién entre el movimiento de los planetas y la musica, como,
por ejemplo, el interés de Newton por la alquimia, podrian pa-
recer limitaciones cientificas. Sin embargo, lo que hace grandes
a los investigadores es precisamente su libertad respecto de las
ideas convencionales y su apertura a nuevas dimensiones de los
problemas. Y al fin y al cabo, en mi opinidn, ese deberia ser el
objetivo del discurso de investidura: contribuir, dentro de mis
posibilidades, a la reflexidn, a la apertura a nuevas perspectivas
y al debate, en un foro tan interdisciplinario como es la Reial
Académia de Doctors.

=
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£ 2. EL CONTEXTO

En ocasiones, cuando se rastrea el origen de alguna disciplina
cientifica, aparece un pasado turbio en el que las Antiguas Ci-
vilizaciones identificaban ciencia, arte, técnica o religién. Esto
ha hecho que en muchos casos resulte dificil conocer bien la
cronologia de los hechos. Sin embargo, en materia de Musica,
parece indudable que el arte se anticipé a la ciencia, y mucho
antes de que existieran construcciones tedricas, los musicos
ya habian adoptado pricticas que, analizadas objetivamente,
constituyen auténticos algoritmos. Por ejemplo, muchos siglos
antes de que se representasen graficamente las funciones o in-
cluso de que se hubiese establecido el concepto de funcién, en
el canto gregoriano de la Edad Media, los musicos ya represen-
taban la altura de las notas a lo largo del tiempo. Todo empez6
con apenas una linea horizontal coloreada que se situaba sobre
el texto, y fue la necesidad de precisién la que 0bligd a ir ana-
diendo mids lineas hasta configurar el pentagrama que usamos
hoy en dia. ;Quién puede afirmar que la inspiracién de los ejes
cartesianos no estd precisamente en estos hechos?

Algo parecido ocurre con un algoritmo tan eficaz como el de
Euclides para calcular el mdximo comun divisor. Segtin el mate-
madtico e historiador de la ciencia Arpad Szabo (1913 —2001),
el origen de este algoritmo estd en las divisiones sucesivas de
las cuerdas para producir las notas musicales, hecho al que miés
adelante haremos referencia con las afinaciones griegas. O cen-
trindonos més en el tema, no resulta ficil determinar qué parte
del descubrimiento de las leyes de Kepler se debe a la busqueda
de la armonia universal.

Que los astros producen, en su movimiento ordenado, un soni-
do armonioso, es una vieja idea que se encuentra entre las mds
extendidas de nuestra cultura occidental. Para los padres de la

13
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astronomia, Dios era, ademds de un supremo arquitecto, sobre
todo, un musico, y describir la estructura del cosmos era iden-
tificar la armonifa musical que se encarnaba en las relaciones
existentes entre las traslaciones de los distintos astros.

Un avance importante de la astronomia griega respecto a la
babilénica fue la concepcién de un universo esférico, hecho
que llevé a la representacién semiesférica habitual de la béveda
celeste. Asi, en el siglo VI a. C., Anaximandro describe la Tierra
como una gran columna cilindrica, baja y ancha, suspendida
en el aire en el centro del Universo. Al encontrarse exactamente
en el centro, no tendria motivo para elegir una direccién u otra,
y esto es lo que no le permitia caer. Alrededor de la Tierra gi-
raban esferas inmensas de fuego, forradas de aire comprimido,
en cuyo borde interno habia unos agujeros (mejor dicho, unos
conductos parecidos a las flautas) a través de los que se podia
entrever el resplandor de la envoltura incandescente que estaba
mds alld del aire comprimido. Con esto, los astros ya no eran
cuerpos de fuego, sino el fruto de la visién a través de los orifi-
cios de las ruedas que dejaban pasar la luz y producian sonidos.

Surge asi la idea de esferas celestes que producen miisica que ha
llegado hasta nuestros dias con periodos de mayor o menor in-
fluencia. Pero, para hablar de una auténtica armonfa del cosmos
hay que esperar a la escuela pitagérica. A ella se debe la idea de
un universo gobernado por proporciones numéricas armonio-
sas y que el movimiento de los cuerpos celestes se corresponda
con los intervalos musicales. Que el centro del universo lo ocu-
pase la Tierra o un fuego central, en el modelo astronémico de
Filolao, no obstaculizé la relacién directa entre proporciones
astronémicas y musicales. Y como veremos, ni siquiera cuando
la Tierra es relegada a una situacién mucho mds discreta del
Universo, o incluso cuando las 6rbitas dejan de ser circulares,
se abandona la idea de armonia del universo.

14
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El tema ha preocupado a tantos poetas, fildsofos, musicos y
cientificos de todas las épocas, que resultaria ridiculo inten-
tar establecer aqui una enumeracién exhaustiva de autores que
han aportado ideas. A modo de ejemplo, si nos centramos sélo
en pensadores espafoles anteriores al siglo XVII, encontramos
musicélogos y compositores, como Isaac ben Abraham ibn La-
tif (aprox. 1220 — 1290), Isaac ben Haim (1467 — después de
1518), Bartolomé Ramos de Pareja (1440 — después de 1491) o
Francisco de Salinas (1513 — 1590), cuyas contribuciones han
pasado a la historia.

Visto desde una perspectiva actual, parece incuestionable que,
la aportacién cientifica mds importante al tema se debe a J. Ke-
pler (1571 —1630) con los cédlculos que le sirvieron para reafir-
marse en sus profundas creencias religiosas, pero no olvidemos
que estaban hechos sobre seis planetas. Siglo y medio después
de la muerte de Kepler se descubre Urano, y a mediados del
siglo XIX aparece en escena Neptuno. Teniendo en cuenta esto,
stiene sentido seguir hablando de la musica de las esferas desde
un punto de vista matemdtico-musical?

Como veremos mds adelante, Rudolf Haase a mediados del si-
glo XX, amplia el estudio de Kepler al resto de planetas (esta
vez incorporando incluso Plutén) y comprueba que los inter-
valos de la Justa Entonacién siguen siendo vélidos. Y como dice
J. Godwin (2009), “que todas las proporciones que aparecen
al relacionar las velocidades angulares de los planetas se corres-
pondan de forma muy aproximada con intervalos musicales
que aparecen en la Justa Entonacién, parece algo mds que una
pura casualidad”.

Hace unos diez anos, surgié la noticia de que un satélite, en-

viado al espacio por la NASA, el Transition Region and Coronal

Explorer, “habia encontrado las primeras evidencias de masica
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originada en un cuerpo celeste”. Cuando se lefa mds detenida-
mente el reportaje, se informaba de que las ondas tenian fre-
cuencias muy alejadas del espectro audible y que, ademis, eran
dificilmente detectables. Siendo justos, a nadie se le ocurriria
incluir los ultrasonidos que se utilizan para la rotura de cdlculos
de rifdn, en las endoscopias o en algunos tratamientos de fisio-
terapia, dentro de las técnicas de la musicoterapia ... Pero estd
claro que hay una resistencia a abandonar la idea de Universo
como un gran instrumento musical.

Como no podria ser de otra manera, lo que nos preocupa aqui
es el significado o las herramientas matemadticas que se han ma-
nejado para justificar la masica de las esferas. Por supuesto, esto
no significa que el mito se haya transformado en ciencia, pero
de los argumentos que se usaron alli dependen en gran medida
las reglas de la musica que seguimos manejando en nuestros
dias; y de una forma muy directa son los responsables de cudles
son las noras consideradas agradables y cudles no.

=
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$23. LA MUSICA DE LOS PITAGORICOS:
EL NUMERO HECHO ARMONIA

Desde el primer milenio antes de Cristo, los caldeos relaciona-
ron muy estrechamente la masica con los astros y las matemd-
ticas. Asi, quienes estudiaban las estrellas explicaban el destino
de los hombres y la armonia del Universo entrelazando la es-
peculacién matemdtica con los simbolismos. Esto dio lugar a
que numerosos fenémenos cosmicos fuesen representados por
la comparacién entre las longitudes de cuerdas tirantes.

Ante esta perspectiva, el estudio de las propiedades de los ni-
meros resultd una tarea fundamental que abria las puertas a la
prediccién de sucesos. En esta labor, como sostienen A. Ro-
bertson y D. Stevens (1989), destacaron mucho los nimeros
cuatro y siete, siendo esta dltima, probablemente, la cantidad
de notas con las que contaba la antigua escala caldea.

Es posible que Pitdgoras de Samos (aprox. 570 — 495 a. de C.),
llevase las teorfas de la musica mesopotdmica y los principios
de la afinacién a Grecia. Pero en su afdn por atribuir a la ma-
sica, como al resto de las cosas, un cardcter numérico, no se
conformé con una mera transmisién, sino que la reformulé en
términos cuantitativos hasta convertirla en un compendio de
métodos matemdticos.

La primera gran aportacion pitagérica a la musica es la deduc-
cién, de forma empirica, de que un sonido musical producido
por una cuerda vibrante varfa en razén inversa a su longitud,
esto es: cuanto mds corta sea la cuerda, mds aguda serd la nota
producida. Este hecho les llevé a proponer el monocordio como
instrumento para desarrollar sus teorfas, para sustentar las hi-
pétesis y como material de laboratorio.
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Independientemente de sus experimentos, los pitagdricos, he-
rederos de la tradicién caldea, sostenfan que las notas emitidas
por los cuerpos celestes dependian de las proporciones aritmé-
ticas de las esferas en las que se movian. Los sonidos que produ-
cfa cada 4rbita se combinaban con los sonidos de las restantes,
produciendo una sincronia sonora conocida como la miisica de
las esferas’. Platon es muy explicito al respecto cuando, en la
Repiiblica, afirma que

“Por encima de cada uno de los bordes de los circulos iba una
sirena, que giraba en su revolucién y lanzaba un sonido, una
nota, y entre las ocho se formaba la concordia de una sola ar-

monia” (Neubauer, 1992).

Se trataba de un cosmos en el que se integraban las siete notas
musicales con los siete cuerpos celestes conocidos en la época:
el Sol, la Luna y los cinco planetas visibles (Mercurio, Venus,
Marte, Jupiter y Saturno).

Como en la musica mesopotdmica, para los pitagéricos sélo
existian cuatro intervalos consonantes, asociados con las cuatro
estaciones del afo y con las distancias entre los astros que ellos
representaban comparando las longitudes de cuerdas tirantes
(A. Robertson y D. Stevens, 1989):

1/1 = unisono 1/2 = octava 2/3 = quinta 3/4 = cuarta.
Para producir todos los sonidos afinados (notas musicales) s6lo

se dispone de estos cuatro intervalos y sus combinaciones. Es
decir, si hacemos sonar una cuerda tensa de longitud Z, junto

I Dependiendo de la época y del pensador, el hecho de que no se oiga la masica producida
por las esferas celestes se justifica por la incapacidad humana, por la costumbre (ya que
al oirla desde el nacimiento pasa despercibida), por la falta de intensidad, etc.

18



DISCURSO DE INGRESO

con otra que mide 1/2xL, 2/3xL é 3/4x2/3xL, por ejemplo,
la sensacién seria agradable: el intervalo serfa consonante.

A partir de las cuatro posibilidades descritas, se pueden definir
otros intervalos que han resultado fundamentales para la evolu-
cién de la musica de nuestros dias. Por ejemplo el zon0, que es el
intervalo que separa una cuarta de una quinta?, se calcula como

3148
2/3 9
Haciendo uso de este intervalo, ha habido diferentes “medidas”

de las distancias interplanetarias. Nosotros presentamos aqui la

propuesta por E Vera (1937):

Mercurio-Venus = 1/2 tono Marte-Japiter = 1/2 tono
Venus- Sol = 1+1/2 tonos Jupiter-Saturno = 1+1/2 tonos
Tierra-Luna = 1 tono Saturno-Zodiaco =1+1/2 tonos
Luna- Marte = 1/2 tono Total = 7 tonos

Pero los pitagdricos no se conformaron con “medir” distancias,
sino que llegaron mucho mds lejos en la armonia universal.
Filolao de Tarento (480 — 400 a.C.), un discipulo de Pitdgoras,
relegd la Tierra del centro del Universo y propuso que daba
vueltas en una esfera alrededor de un fuego central fijo. El Sol
reflejaba este fuego central y junto con la Luna, los otros plane-
tas y las estrellas, también circulaba alrededor del fuego central,
cada uno en su esfera.

El modelo de Filolao parecia implicar la existencia de nueve
esferas. Pero para los pitagéricos, de entre todos los niimeros,

% Como los intervalos estan expresados comparando partes de una cuerda de longitud L,
los valores de las fracciones que se obtienen estdn entre 0 y 1. Si los expresdsemos en fun-
cién de las frecuencias (inversas a la longitud de la cuerda), el valor del tono, por ejemplo,
serfa 9/8.
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la década representaba el de mayor carga simbdlica, incluso sa-
grada, entre otras razones porque los cuatro primeros nime-
ros contenfan el secreto de la escala musical y su suma es diez,
1+2+3+4=10. Muy probablemente esta fue una de las razones
que impulsaron a Filolao a postular la existencia de otro pla-
neta, la Anti-Tierra, que se situaba entre la Tierra y el fuego
central, para “protegerla de los calores de éste” (Dreyer, 1953).

A pesar de lo revolucionario de la propuesta de Filolao, en su
visién del universo, las proporciones musicales seguian mante-
niéndose, los intervalos consonantes caldeos no habfan cam-
biado. Sin embargo, no hay una idea undnime de cémo se dis-
tribufan los tonos en el Universo de Filolao.

Zodiaco Esfera exterior de las estrellas fijas
* *

* *
N

Luna *

“yego central
“.Ami-’l'ierra
/

(A) (B)

Esquemas del universo de los primeros pitagéricos (A) y de Filolao (B).

Sélo con el tetractys, los cuatro primeros niimeros, y sus com-
binaciones, podia obtenerse el conjunto de todas las notas que
servian para hacer musica. La idea era que al dividir la cuerda
en tres partes iguales cualquier cantidad de veces, el sonido ob-
tenido serd consonante con el de la cuerda original. Y lo mis-
mo ocurre con la divisién en mitades. Si a esto le afadimos la
agrupacién en bloques de 7 (ntimero de notas que proponian
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los caldeos), ya podemos obtener cualquier nota a partir de
una dada. Con esto habian creado un método muy eficaz para
generar un nimero indefinido de sonidos vilidos para hacer
musica.

Para expresar con mayor facilidad la forma de obtener las no-
tas, las siete primeras las ordenamos como fa, do, sol, re, la, mi,
si. Estas son las notas llamadas naturales y entre cada una y la
siguiente, el cociente es 3/2 6 2/3, segtin se haga la divisién.
Si continuamos multiplicando sucesivamente por 3/2, las siete
notas siguientes se llaman alteradas con un sostenido, fa#, do#,
etc., y si a partir de las naturales optamos por dividir entre 2/3,
obtenemos las notas alteradas por un bemol, s, m:®, la° etc.

A la vista de lo expuesto, estd claro que siete es la cantidad de
nombres de las notas que manejamos, pero en realidad, la in-
mensa mayoria de la musica que escuchamos surge del uso de
mds sonidos, en general de las doce notas siguientes’:

do — do* — re — mi® — mi — fa — fa* — sol — soff — la — si* — si.

Una manera axiomadtica de formalizar el método propuesto por
los pitagéricos, en términos de frecuencias de las notas (en lu-
gar de las longitudes de las cuerdas), es el siguiente:

a) La musica se basa en 7 notas.

b) La frecuencia de una nota puede ser multiplicada o dividida
por 3 cualquier nimero de veces (subimos o bajamos quintas).

c) La frecuencia de una nota puede ser multiplicada o dividida
por 2 cualquier niimero de veces.

3 En el temperamento igual, que es el sistema de afinacién que se utiliza mayoritariamente
en la actualidad, se dan las siguientes equivalencias: do*=re, ré*=mi, fa*=sol, sol'=la",
la*=st".
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Una vez expresado asi, el matemdtico actual se siente cémodo
para manejar el sistema de afinacién pitagérico. Basta con par-
tir de la frecuencia f, de una nota afinada, por ejemplo la que
produce el diapasén. El resto se obtienen multiplicando f;, por
potencias enteras de 2 y de 3. Y si esto lo llevamos todo a una
octava, es decir al intervalo que va de fa 2f, tenemos que la
afinacién pitagérica es una sucesion
a, = 3" /2E(n10g2 3)’

donde 7 es un niimero entero y E(x) representa la parte entra
por defecto del niimero real x.

Dificultades de la afinacién pitagérica

El sistema creado por los pitagéricos, reflejo claro de su vision
numérica del Universo, perduré hasta bien entrada la Edad
Media. De hecho, hoy en dia sigue siendo el preferido de mu-

chos intérpretes de instrumentos de cuerda sin trastes.

El método que hemos descrito era capaz de generar una canti-
dad infinita de notas y parecfa matemdticamente consistente.
Sin embargo, la afinacién pitagérica planteaba dos dificultades
que eran insalvables. Para presentarlas de forma sencilla, vamos

a describirlas en una circunferencia®:

a) A pesar de que suponian que seis tonos equivalian a una oc-
tava, lo cierto es que no es asi, porque (9/8)° no es lo mismo
que 2. De hecho, con una potencia no nula de 2 no se puede
conseguir una potencia de 3.

4 Esta idea es muy antigua (Robertson y Stevens, 1989) y a la circunferencia se le deno-
mina “circulo de quintas”.
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b) Como las notas pitagéricas no se distribuyen uniformemen-
te (por ejemplo, hay dos tipos de semitonos), la nota que se
toma como origen del sistema de afinacién es fundamental
y esto dificulta la modulacién.

La primera de las dificultades citada nos asegura que suponer
que alguna cantidad de notas pitagéricas va a cerrar el circulo
de quintas es imposible, por lo tanto es necesaria la eleccién de
un nimero adecuado de notas por octava.

Hasta que la polifonia no se iba abriendo paso en la escena
musical, la afinacién pitagérica era muy adecuada, pero cuando
varias melodias empiezan a sonar simultdneamente, la distribu-
cién desigual de las notas hace que se produzcan disonancias
entre las voces.

Como suele pasar en otros muchos escenarios de la vida real,
estos problemas no supusieron graves inconvenientes para los
musicos, porque evitaban las disonancias con pequenas modi-
ficaciones en los instrumentos, alteraciones en la presion, etc.

La misica en la época de Confucio

La armonia vinculada al cosmos no fue una idea exclusiva de
Occidente. A la vez que las ideas pitagéricas se extendian desde
Grecia, en China, sobre todo gracias al impulso de Confucio
(aprox. 551 — 479 a. C.), los nimeros también recuperaron un
significado sagrado que los ligaba a la produccién musical, es-
trechamente vinculada con la aritmética. No podemos olvidar
que este contempordneo de Pitdgoras ensefiaba a su pueblo el
respeto al poder, a los eruditos que lo rodean, a los padres y a las
tradiciones ancestrales. Su propuesta para conseguirlo es que
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el hombre debe armonizarse con el cosmos, “ser acorde con lo
ordenado por el cielo”.

Su filosofia se basé en Los Seis Libros Cldsicos®, de los cua-
les, precisamente el Yiieh Ching (Libro de la musica) des-
aparecié en la quema de libros del siglo III a. C. En la época
de Confucio, la musica se basaba en las ideas del legendario
matemadtico y filésofo Ling-Lun. Segin una leyenda, el mi-
tico emperador Huang-Ti° quiso establecer la relacién de la
musica con las leyes césmicas. Para eso le encargd a Ling-
Lun el trabajo de encontrar cudl era el sonido auténtico. El
matemadtico, tras un largo viaje por los bosques mds alejados
del imperio, establecié como base de la musica china un
sistema pentatdnico o pentafonal logrado a través del corte
de una cana de bambu hueca. Se dice que al principio tenia
la longitud de 1 pie, luego cortd sucesivamente esa cafa en
una proporcién de 2/3 de su longitud original; es decir, la
cafia fue perdiendo cada vez un tercio de su longitud. Con-
tinuando con el proceso, obtuvo cinco notas que distaban
una quinta entre si, que al ordenarlas dan lugar a la escala
pentaténica o de Ling-Lun”:

fat, solt, la*, do*, re.

A pesar de lo que podria parecer a primera vista, este sistema
de afinacién es idéntico al pitagérico. Si pensamos en los in-
tervalos pitagéricos con frecuencias, en lugar de con las lon-
gitudes de cuerdas, éstos se traducen en 1/1, 2/1, 3/2 y 4/3.

> Los Seis Libros cldsicos fueron los de la Mousica, de las Mutaciones, de las Odas, de la
Historia, de los Ritos y los Anales de primavera y otofio.

o El Emperador Amarillo, también conocido como Huangdi, es una de las figuras mds
importantes de la mitologia china. Se trata de uno de los Cinco Emperadores que reind,
segtin la tradicién, desde el 2698 al 2598 a. C.

7 Se inicia la serie con el fa* porque es el sonido adoptado por el diapasén chino y, ademds,
asi la escala pentatonica se corresponde con las teclas negras del piano.
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DISCURSO DE INGRESO

Combinarlos las veces que se quiera, no es otra cosa que dividir
o multiplicar por 3 y por 2 esas mismas veces una frecuencia
dada, y esto es exactamente lo mismo que se puede hacer con
el sistema de Ling-Lun.
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£ 4. AMPLIANDO LAS CONSONANCIAS:
LA JUSTA ENTONACION

Arquitas de Tarento (aprox. 430 — 360 a. C), un discipulo de
Filolao, contempordneo de Platén, advirtié que los intervalos
pitagéricos 2/1, 3/2, 4/3, son de la forma® (n+1)/n. Tenien-
do en cuenta esto, propuso una subdivisién de los intervalos
consonantes en intervalos que tuviesen la misma estructura.
Con esto aparece otra relacién importante, 5/4, que representa
la tercera. La incorporacién de este nuevo intervalo’ da lugar
a una nueva forma de elegir las notas, que se conoce como
Justa Entonacién. En ella, las consonancias pitagéricas, que se
reducian a las razones entre los cuatro primeros ndmeros, son
ampliadas hasta el senario, es decir los seis primeros nimeros.

A pesar de que las primeras versiones de la Justa Entonacién se
deben a Arist6xeno de Tarento (360-300 a.C.), un discipulo de
Aristételes que sostiene que basta con el oido para conseguir la
afinacién, debemos a Gioseffo Zarlino (1517-1590) su formu-
lacién rigurosa y su popularizacién. Zarlino, un neopitagdrico
convencido, justificé los acordes con razones matemadticas que
resultaron totalmente premonitorias de los arménicos. Estable-
cié que los sonidos cuyas frecuencias son proporcionales a 1, 2,
3, 4, 5 y 6 son consonantes, y comprobé que éstos eran emiti-
dos por cuerdas de longitudes

1
1

| =
gl
| =

11
b 25 33

8. . .
A este tipo de razones se les llama superparticulares.

9 La tercera de la Justa entonacién, 5/4, es aproximadamente 21,5 cents mds corta que la
tercera pitagérica, 81/64, y a esta distancia se le llama comma sinténica.
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Para Zarlino, el nimero 6 jugaba un papel fundamental. Des-
de el punto de vista matemdtico, es un nimero que se ob-
tiene como suma y como producto de sus divisores propios,
142+3=6, 1-2-3=6. Ademds, al multiplicar por 6 cualquier
nimero acabado en 6, nos da un niimero que acaba en 6. A es-
tas propiedades anadia la presencia del senario en el mundo: el
numero de planetas, los signos del zodiaco en cada hemisferio,
las aristas de la pirdmide triangular, las superficies del cubo, etc.

En realidad, la nueva forma de afinar, tardé mucho en llevarse
a la practica, porque a todos los inconvenientes de la afinacién
pitagérica anadia los que surgian al incorporar un nuevo in-
tervalo: no existia un consenso de qué terceras sustituir por el
nuevo valor y cudles no. Sin embargo, lo cierto es que la “nueva
tercera’ sonaba mds agradable al oido'® que la pitagérica. Hubo
que esperar hasta el siglo XIX para que J. B. Fourier (1768
— 1830) diese una explicaciéon matemdtica a esta sensacion a
través de los arménicos.

Ahora sabemos que cuando suena una nota musical de frecuen-
cia f, también aparecen ondas de frecuencias 2f, 3f, ..., llamadas
arménicos que son las que confieren a cada instrumento su tim-
bre caracteristico. En el sistema pitagérico, los Ginicos arménicos
que pueden estar entre las notas afinadas son f, 2f, 3fy 4f, porque
el 5 no era consonante en este sistema. En la Justa Entonacién,
estdn afinados los seis primeros arménicos, como habia afirmado
Zarlino siglos antes, basindose exclusivamente en la prictica. El
hecho de que en haya mds arménicos afinados hace que los inter-
valos entre las notas de este sistema suenen mds naturales.

La aparicién en escena del niimero 5 no podia dejar inmutable
la armonia de las esferas de los pitagéricos. De hecho, hasta el

10. . .z sz . ;
A los seguidores de la afinacién de Aristéxeno se les llamaba “armonistas por el oido”para
enfrentarlos a los pitagdricos que se basaban en célculos.
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siglo XVII fueron muchos los autores que se ocuparon de una
armonia celestial, pero ninguno de ellos con la profundidad y
precisiéon con que lo hizo Johannes Kepler (1571-1630). En
su obra Harmonices Mundi (1619), Kepler establecié que cada
planeta deberia emitir un sonido cuya altura dependia de la
velocidad, serfa mds agudo cuando su movimiento fuese mds
rapido, y variaria dentro de un intervalo musical bien definido
y propio de cada planeta''.

Firme partidario del modelo copernicano, consideré que el
movimiento de los planetas debia cumplir las leyes pitagéricas
de la armonia, e intenté demostrar que las distancias de los pla-
netas al Sol venfan dadas por esferas en el interior de poliedros
perfectos, anidadas sucesivamente unas en el interior de otras.
El orden, desde la mayor hasta la menor, seria el siguiente: Sa-
turno — Cubo — Jupiter — Tetraedro — Marte — Dodecaedro —
Tierra — Icosaedro — Venus — Octaedro — Mercurio.

Diseno de Kepler en Misterium Cosmographicum (1596)
para expresar la armonfa universal, atin con esferas.

11. . . . . o eqe .
A pesar de su neopitagorismo, Kepler era consciente de la imposibilidad de percibir la
musica de las esferas: “Iam soni in coelo nulli existunt, nec tam turbulentus est motus,
ut ex attritu aurae coelestis eliciatur stridor”.
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Para Kepler, un modelo cosmoldgico tan perfecto era una prue-
ba mds de la existencia, sabiduria y elegancia de Dios. Pero
no tardé en darse cuenta de que este arquetipo de poliedros
perfectos no explicaba bien el movimiento de los planetas'.
La profunda religiosidad de Kepler, no le permitia aceptar que
Dios no hubiera dispuesto que los planetas describieran figuras
geométricas perfectas y con esta idea se dedic6 a probar con
toda suerte de combinaciones de circulos. Convencido de la
imposibilidad de lograrlo con circulos, usé évalos y finalmente,
con gran decepcién, empled elipses. Con ellas llegé a las tres
leyes' que le revelaron como el mejor astrénomo de su época.

Sistema Solar de Kepler. Las letras a, ¢, ¢, g, i, indican la distancia mds grande al
Sol (afelios), y las restantes letras las distancias mds pequenas (perihelios).

12- A la muerte de Tycho Brahe (1602), Kepler accede a todos los datos recopilados por
Tycho y advierte que su sistema de poliedros no era sostenible.
13- as tres leyes, publicadas en 1609 en su obra Astronomia Nova, pueden resumirse como:
1. Cada planeta describe, en sentido directo, una érbita eliptica, uno de cuyos focos estd
ocupado por el Sol.
2. El 4rea descrita por el radio vector que une el centro de un planeta con el centro del
Sol es proporcional al tiempo empleado en barrerla.
3. Los cuadrados de los tiempos de las revoluciones siderales de los planetas son propor-
cionales a los cubos de los semiejes mayores de sus 6rbitas.
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La falta de simplicidad en el Universo, que Kepler vivié como
un fracaso, fue compensada de nuevo por la perfeccién de la
Armonfa Universal. Asegurd, por primera vez, que las 6rbitas
de los planetas describen una elipse alrededor del Sol y que éste
se encuentra en uno de los focos de la elipse.

Considerd que la velocidad angular de un planeta representaba
el nimero de vibraciones de un cierto tono y, como la veloci-
dad cambia a lo largo de la revolucién, este sonido recorreria un
intervalo musical entre el punto de mayor velocidad (el peribe-
lio, punto mds cercano al Sol) y el de menor velocidad (el afelio
o punto mds alejado del Sol).

De acuerdo con las leyes de Kepler, la amplitud de este inter-
valo dependeria de la excentricidad de la érbita. Es dificil saber
si estudiaba la excentricidad de las érbitas y por eso encontré
los intervalos o fue al revés, para estudiar los intervalos necesité
estudiar las excentricidades. En cualquier caso, lo cierto es que
utilizando las velocidades angulares obtuvo intervalos musica-
les asociados a cada planeta.

Planeta Velocidad angular Armonia Intervalo
Saturno  Afelio 146> a 148" _ 4
Perihelio 215" b 7157 3 —p Tercera mayor
Jupiter  Afelio 4730 ¢ 435° _ 5 _ b Terceramenor
Perihelio 5730 d 5730 6
Marte Afelio 26’ 14 € 25°21”_ 2 :
Perhlio 3817 [ g1 -3 > Quin@
Tierra Afelio 57737 8 57°28”_15 i
Perihelio  61° 187 h 61 187 16 Semitono
Venus Afelio 94°50” i 94°50°_ 24 esi
=22 —» Di
Perhelio 97°37° k 9 47% 25 esis
Mercurio  Afelio 16407 1 164°0” _ 5 _ Octava+3® menor
Perihelio 384’0’ m 394’07 12
—— —
Urano Afelio n  Perihelio 0 n =% —p Tercera menor
(o)
Neptuno  Afelio p Perihelio q P =%) — Comma sint6nica
q
Plutén Afelio T Perihelio s Ir _ % — Octava + 4° aument.
N

Intervalos de cada planeta calculados por Kepler ,
junto con los obtenidos por Haase.
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Ademids de una musica individual de cada planeta, era necesa-
rio descubrir la armonia que regia las relaciones entre ellos. Para
esto, Kepler comparé las velocidades en el afelio y el perihelio
de un planeta con las del més préximo a él, obteniendo asi dos
tipos de intervalos:

a) Intervalo convergente: relacion entre la velocidad en el
afelio del planeta mds alejado y la del perihelio del mds
cercano.

b) Intervalo divergente: relacién entre la velocidad en el
perihelio del planeta mds alejado y la del afelio del mds
cercano.

Con estos dos criterios calculé dos intervalos para cada par de
planetas.

| Planetas Conv. Diver. n

Saturno-ipiter 9 _ 1 é 1 I | Planetas Conv. Diver. n
d 3 c 2

Jupiter-Marte < _ ! d - S Saturno-Urano = = 5 b - 3
f 8 e 24 o 6 n 5

Marte-Tierra e = i 1 = 2 Urano-Neptuno n = i o = 2
h 12 g 3 q 9 P 20

Tierra-Venus g_3 h_s Neptuno-Pluton 2 =30 a_8
k5 i 8 s 81 r 18

Venus-Mercurio L - l 5 - i
m 4 1 5

Intervalos convergentes y divergentes calculados por Kepler,
junto con los de Haase.

El paso siguiente fue asignar una melodia a cada planeta (y a la
Luna). Para ello, fij6 una nota y a partir de ella, basindose en
las proporciones calculadas, ideé la melodia que deberia pro-
ducir cada astro. Sin subestimar el innegable parecido entre los
valores obtenidos y las notas de la Justa Entonacién, lo cierto es
que Kepler ideé alguno de los compases de manera aproximada
(es el caso de Marte) para que la coincidencia fuese atin mayor.
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turnus Jopiter Marsferé Terra
Q
= e S
e — ﬁﬁﬁ =
Venus Mercurius Hiclocum habecetiam)

Musica de los planetas, escrita por Kepler en Harmonices Mundi (1619).

Una vez convertidas las érbitas en el elipses y adaptadas las
ideas pitagéricas a esta circunstancia, fueron muchos los que se
encargaron de mostrar diferentes aspectos de la remodelacién
de la armonia universal. Sin embargo, a pesar de los nuevos
descubrimientos astronémicos' y que el tema fue tratado por
pensadores de primera linea como Robert Flud (1574 — 1637),
Andreas Werckmeister (1645 — 1706), Isaac Newton (1642 —
1727) o Jean-Philippe Rameau (1683 — 1764), lo cierto es que,
matemdticamente hablando, no aportaron pricticamente nada
a los cdlculos keplerianos. Hubo que esperar hasta mediados
del siglo XX para que se diese un paso mds en los cdlculos de la
musica de las esferas.

Armonia de las esferas y Justa Entonacién en el siglo XX

Cuando el profesor Rudolf Haase (1920 — ) descubrié la obra
de Hans Kayser (1891 — 1964) sobre armonia, emprendié su
labor investigadora teniendo como objetivo la armonia de las
esferas. Desde la Escuela Superior de Musica y Artes Visuales
de Viena y el Instituto Hans Kayser para la Investigacién de los

1 Urano se descubrié en 1781, Neptuno en 1846 y Plutén, aunque ya no sea planeta, en

1930.

33



VICENTE LIERN CARRION

Principios Armdnicos, Haase se ha convertido en el principal
promotor de la armonfa como tema multidisciplinar, especial-
mente con las matemdticas o la astronomia, y la ha relacionado
muy estrechamente con el fenémeno de la serie arménica.

Desde el punto de vista matemdtico, lo que hace Haase es ex-
tender los principios de Kepler a los planetas descubiertos tras
la muerte del astrénomo y contrastar sus propuestas con las de
otros cientificos, entre los que destacan el matemadtico y caba-
lista Francis Warrain (1867 — 1940) y los astrénomos” J. D.
Titius (1729 — 1796) y J. E. Bode (1747 — 1826). Ademis
de obtener los intervalos keplerianos, Haase ha calculado otros
muchos comparando velocidades en los afelios y los perihelios
de dos planetas, que no tenfan por qué ser consecutivos (Go-
dwin, 2009). Los resultados obtenidos, que en parte aparecen
en las tablas anteriores, sirvieron para corroborar que los in-
tervalos siguen siendo, de manera muy aproximada, los que
aparecen en la Justa Entonacién.

=

15-A ellos se debe la ley de Titius-Bode que relaciona la distancia (en unidades astronémi-
cas) de un planeta al Sol con el nimero de orden del planeta mediante la sucesion
3-m+4
10
A pesar de la imprecisién para los planetas més lejanos, esta ley tuvo una gran importan-
cia en el desarrollo de la Astronomia de finales del siglo XVIII y principios del siglo XIX.

d= . om=0,202122 K.
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8 5. MAS DE DOS SIGLOS DE CONTRO-
VERSIAS A CAUSA DE LAS CONSO-
NANCIAS

Hasta bien entrado el siglo XVIII, las afinaciones que se usaban
normalmente en los estudios tedricos eran la pitagérica y la Justa
Entonacién. En ambas, la cantidad de notas por octava no estd
determinada a priori, pero normalmente este nimero se suele fijar
en 12 notas. Como hemos visto, en estos sistemas de afinacidén las
notas se generan con potencias y cocientes de los niimeros 2 y 3
(pitagérico) o de los niimeros 2, 3 y 5 (Justa Entonacién).

Si consideramos una nota fija, por ejemplo el do de frecuencia
f=264 Hz, para obtener el resto de notas, hay que multiplicar
por las fracciones siguientes:

Do Do Re Mi® Mi Fa Fa® Sol Sol La Si® Si

12 NOTAS 37 32 25 34 22 36 3 38 33 24 35
PITAGORICAS ! 2T 2_3 ? 2_6 ? 2_9 2 2ﬁ 2_4 3_2 2_7
12 NOTAS 52 32 32 5 52 52 3 52 5 32 35
Justa 1 —= —= = 7 = = 5 = - 3
ENTONACION 3.23 23 > 2 3 322 2 24 35 2

Si la frecuencia de la que partimos es 264 Hz, estas notas son
las de la octava 402-5103. Para trasladarlas a otra octava, no hay
mds que multiplicar por una potencia de 2 adecuada. Asi, si
queremos trasladarla 7 octavas, multiplicamos sus valores por
2", con 7z un numero entero.

Definiendo consonancia

No resulta ficil establecer una definicién undnime de sonidos
consonantes, de hecho debemos contentarnos con admitir que
dos o mds sonidos son consonantes si resultan agradables al
oido. Evidentemente, este concepto, que depende mucho de
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las diferentes culturas, ha evolucionado con el tiempo. Ante
esta perspectiva, resulta complicado establecer una idea de con-
sonancia de modo que resulte operativa. Entre todos los tedri-
cos que han estudiado el tema, nos quedaremos con la versién

del fisico John Tyndall (1820 — 1893):

“Cuanto mds simple es la relacién de las frecuencias de
dos sonidos, mds consonante serd el intervalo que for-

»

man.

Este criterio, conocido con el desafortunado nombre de Teo-
rema de Tyndall, no hizo mds que recoger la idea con la que
los musicélogos venian trabajando desde hacia siglos. Prueba
de ello es la carta que L. Euler escribi6 a Federica Carlota Lu-
dovica von Brandenburg Schwedt, princesa de Anhalt Dessau
(1745-1808), en la que expone de forma casi literal el resulta-

do de Tyndall:

Carta V: Del Unisono y de las Octavas:
“[...] Vuestra Alteza comprendera ficilmente que cuanto
mis simple sea la proporcién [entre las frecuencias], o ex-
presada con menores nimeros, mds distantemente se pre-
senta al entendimiento y presenta un mayor sentimiento

de placer [...].”
3 de mayo de 1760

Segtin este criterio, las consonancias pueden ordenarse de la
forma siguiente:

1/1 Unisono > 2/1 Octava > 3/2 Quinta > 4/3 Cuarta
> 5/4 Tercera mayor > 5/3 Sexta mayor > 6/5 Tercera
menor > 8/5 Sexta menor > ...
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Pero, a pesar de su aparente sencillez, con esta ordenacién
surgen problemas con los que han tenido que pelear muchos
musicélogos y matemdticos posteriores al siglo XVI. Desde un
punto de vista matemdtico, la cuestién que se plantea es ficil
de enunciar: ;la ordenacién de las consonancias es vélida para
cualquier cociente entre nimeros naturales o sélo cuando los
ndmeros son productos de potencias de 2, 3y 5?

Para intentar dar una respuesta a esa cuestiéon, nos hacemos una
pregunta menos ambiciosa: ;Qué ocurrirfa con las consonan-
cias si ademds afadimos las potencias de 7?

Por inocente que parezca, intentar responder a esa pregunta ha
dado pie a varios siglos de discusiones. De hecho, nuestro obje-
tivo no es hacer un andlisis exhaustivo del uso del ndmero siete
en la musica, sino ofrecer una visién global a través de algunos
trabajos. Y para esto resultan esenciales las aportaciones de G.
Zarlino (1517-1590), J. Kepler (1571-1630), G. W. Leibniz
(1646-1716), J. S. Bach (1685-1750) y L. Euler (1707- 1783),
quienes contribuyeron de forma decisiva a reavivar la contro-
versia que el siete ha suscitado en la musica. Cualquiera de estos
cinco autores mereceria un estudio detallado, sin embargo aqui
destacaremos algunas aportaciones que reflejan argumentos a
favor y en contra de su uso.

BACH |
KEPLER LEIBNiZz | EULER |_
1500 1600 1700 1800

Por un lado, a partir del siglo XVI, algunos compositores y
musicos empiezan a hacer uso de intervalos que habian estado
prohibidos. Sirva como ejemplo un fragmento de la polémica
entre C. Monteverdi (1567 — 1643), representante de la nueva
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musica, y G. M. Artusi (1540 — 1613), partidario de la musica
tradicional (Liern, 2008):

“No niego que inventar cosas nuevas esté bien; incluso es nece-
sario. Sin embargo, decidme: ;a qué se debe que querdis hacer
uso de aquellas disonancias de la misma manera que las em-
plean éstos [los musicos ‘modernos’]? Si lo hacéis porque pre-
tendéis que se oigan de modo manifiesto [...] ;por qué no las
usdis de la manera habitual, razonadamente, segin en la forma
en que compusieron Adriano, Cipriano, Palestrina [...]?”

Por otro lado, con la ordenacién de las consonancias que esta-
bleciamos anteriormente, no resulta sencillo justificar por qué
es mds consonante 8/5 que 7/5, ya que tanto el numerador
como el denominador son mds grandes (o iguales) y 8/5 se ale-
ja més del unisono. Como veremos a continuacién, de nuevo el
nimero siete estd en la esencia de estas cuestiones.

Defensa del senario: Zarlino y Kepler

Muy influido por el neoplatonismo florentino, G. Zarlino veia
la esencia numérica en todas las cosas. En el capitulo catorce de
las Institutioni hace una defensa del senario como limite para
las consonancias, pero esto le plantea un problema: hemos di-
cho que la sexta menor, 8/5, se considera una consonancia, y
sin embargo tiene en sus términos el ocho que no pertenece
al senario. ;Por qué no proponer el ottonario como recinto de
las consonancias? Evidentemente, aceptar el ocho significaria
dar cabida al nimero siete y los intervalos formados con este
namero, 7/6 y 8/7, a los que se considera disonancias sin pa-
liativos.
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Zarlino, consciente de que el problema tenia dificil solucién,
recurre a argumentos filoséfico-numéricos para resolverlo. Para
él, las fracciones 8/5 y 7/6 contienen numeros de naturaleza
muy diferente, porque 8 es 2%, lo cual significa que incluir 8/5
no supone incorporar niumeros primos que no estén conteni-
dos en el senario, mientras que aceptar el 7 escapa de los seis
primeros nimeros. Ademds, sus argumentos se apoyan en la
distincién aristotélica entre potencia y acto. Para Zarlino, 8/5
se encuentra en el senario en potencia, pero no en acto y apro-
vecha esto para justificar que las consonancias que surgen con el
senario sean “consonancias propiamente dichas” mientras que
la sexta menor produce una “consonancia cominmente dicha”.

Como era de esperar, los razonamientos de Zarlino no fueron
capaces de convencer a muchos musicélogos de la época, de ahi
que otros autores, como E Salinas (1513 - 1590), hicieran una
defensa mds practica argumentando que en realidad 8/5 era
consonante por ser complementario de la tercera mayor (5/4),

8
sexta menor + tercera mayor = g =2,

es decir que entre ambos intervalos cubren toda la octava.

Habrd que esperar mds de medio siglo hasta que Kepler, en
Harmonices mundi (1619) proporcione razonamientos mds
consistentes. Convencido, como los pitagéricos, de que la
armonia de la musica y la del universo no eran mas que dos
representaciones de una misma realidad, Kepler basa las pro-
porciones armdnicas en los poligonos regulares. Para esto ne-
cesitaba quedarse con una cantidad finita de poligonos. La
manera de elegirlos fue asociar la condicién de ser construible
con regla y compds con la capacidad de generar proporciones
consonantes.
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Con esta intencidn, ide6 un método que, aparentemente, re-
solvia, de una vez por todas, los problemas de no aceptar 7/6
u 8/7 pero aceptar 5/8. El método consistia en generar un
drbol de consonancias en el que cada fraccién a/b, en el paso
n genera dos fracciones, a/(a+b) y b/(a+b), en el paso n+1.
Partia de la fraccién 1/1 y el proceso continuaba hasta que
se llegase a un denominador que representase los lados de un
poligono regular no construible con regla y compds.

1
i/g ........ 7
1/35N5 .. 11
a_ /3 4 . 9
arb 11 \3 :
oo e b —_ T — = stssssssssssssssssssnns 7
T RS
m< N 2 7
2/75 3
3\l/§ .............. 11
SNS 13
3

En el drbol propuesto aparecian todos los intervalos consonan-
tes y no era necesario aceptar ninguna excepcion.

Durante mds de siglo y medio, los argumentos de Kepler pare-
cian sélidos, pero después, en menos de veinticinco afios, sus
justificaciones se desmoronaron. Por un lado, W. Herschel,
precisamente un musico de la corte del rey Jorge III de In-
glaterra, descubrié Urano en 1781 vy, pocos anos después, C.
E Gauss (1777 — 1855) demostrd que se podia construir con
regla y compds el poligono regular de 17 lados.
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Leibniz, Bach, Euler y los niimeros concordes'®

A pesar de que Leibniz escribié poco sobre musica, ademds de
ser el autor de varias de las frases'” mds citadas en Mdsica y
Matemdticas, participé en la polémica del nimero siete. Su
produccién en este tema se reduce a varias cartas escritas a C.
Goldbach (1690 — 1764). En una de éstas, fechada el 17 de
abril de 1712, a pesar de que concede la posibilidad de que el
numero siete sea capaz de generar sonidos agradables, no deja
de verlo como algo anecdético:

“En musica, no contamos mds alld del cinco, similares en
esto a esta gente que, hablando también de aritmética, no
pasaban del nimero tres y dieron lugar al dicho alemdn
sobre los simples:‘es tan simple que no sabe contar mds
de tres’. Todos nuestros intervalos en uso vienen en efecto
de razones formadas por los pares de los niimeros primos
1,2, 3, 5. Si tuviéramos la suerte de un poco mds de finu-
ra, podriamos llegar hasta el niimero primo 7. Y pienso
que realmente hay gente en este caso. Esta es la razén
por la que los antiguos no rechazaban completamente el
namero 7. Pero apenas habra gente, que llegaria hasta los
nameros primos [siguientes] mds cercanos, 11y 13.”

A pesar de que varios autores del siglo XVIII utilizan la séptima
en sus composiciones, y de la innegable revolucién que supone
El clave bien temperado (1722, 1740) de J. S. Bach (en el que,
por supuesto aparecen séptimas y otros intervalos considerados

16 Al final de esta seccién presentamos un fragmento de la Oda a E Salinas, escrita por
Fray Luis de Ledn, en la que aparece la expresién “niimeros concordes” relaciondndolos
con la armonfa de las esferas.

7 La cita es “La musica es un ejercicio matematico inconsciente en el que la
mente no sabe que esta calculando”.
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disonantes), los cientificos y tedricos de la musica se mantienen
fieles en su renuncia al nimero siete como generador de con-
sonancias. Una prueba contundente de ello es la dltima frase
de la carta que Euler escribié a la princesa de Anhalt Dessau en

1760 (Euler, 1990):
Carta VII: De los doce tonos del clavecin:

“Mi intencidn era presentar a Vuestra Alteza el verdadero
origen de los sonidos empleados en la musica. [...] Los
principios de la Armonia se reducen en ultimo término
a nameros, [...] el nimero 2 produce sélo octavas [...].
Después el nimero 3 produce los tonos que difieren de
los anteriores en una quinta. Pero introduzcamos también
el nimero 5 y veamos cudl seria el tono que produce 5
vibraciones, mientras que el F no hace mds que una. [...].
Es llamado una tercera mayor y produce una consonancia
muy agradable, estando contenido en una proporcién de
ndmeros bastante pequefia, 4y 5. [...]

Si se quisiera también introducir el niimero 7, el ndime-
ro de tonos de una octava serfa mayor, y se llevaria toda
la mdsica a un grado mds alto. Pero aqui la Matemadtica
abandona la armonia a la Mdsica.”

3 de mayo de 1760

Pero el ingenio de Euler no podia permanecer ajeno a la ma-
sica que se estaba haciendo en su época, y seis anos después de
haber escrito la carta anterior, en su Conjecture sur la raison de
quelques dissonances généralement recues dans la musique (Euler,
1766a), no sélo se desdice de la tiltima frase de la carta anterior
y propone el niimero 7 como uno de los artifices de la musica,
sino que aprovecha la ocasién para rectificar a Leibniz.
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“Se sostiene generalmente que no nos servimos en la mu-
sica mds que de las proporciones compuestas por estos
tres nimeros primos 2, 3y 5y el gran Leibniz ha adverti-
do ya, que en la musica no se ha aprendido atin a contar
mids alld del 5; lo cual es incontestablemente cierto en los
instrumentos afinados segtn la armonia. Pero, si mi con-
jetura se cumple, se puede decir que en la composicién se
cuenta ya hasta el 7 y que el oido estd ya acostumbrado; es
un nuevo género de musica, que se ha comenzado a usar
y que era desconocida por los antiguos. En este género el
acorde 4, 5, 6, 7 es la armonia mds completa, puesto que
contiene los nimeros 2, 3, 5y 7; pero también resulta
mds complicado que el acorde perfecto en el género ha-
bitual que no contiene mds que los nimeros 2, 3 y 5. Si
ésta es una perfeccion en la composicion, quizd se hard lo
posible por llevar los instrumentos al mismo grado.”

Posteriormente, Euler cuando aborda el cardcter de la Musica
Moderna (Euler, 1766b) presenta un sistema de afinacién en el
que aparece el ndmero siete, aunque quizd por parecerle excesi-
vamente atrevido, a los tonos en los que aparecen potencias de
7 les denomina “extrafos”, frente a los tonos “principales” en
los que sblo aparecen potencias de los nimeros 2, 3 y 5.

Euler y el grado de suavidad entre sonidos

Un matemdtico de la talla de Euler, sabia que el problema de
medir las consonancias no se zanjaba con unos cuantos comen-
tarios, y quizds por ello dedicé tres de sus trabajos a medir el

grado de suavidad entre dos sonidos (Euler, 1766a, 1766b).

Introdujo el gradus suavitatis distinguiendo muchos casos, lo
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que permitié que los razonamientos musicales y aritméticos se
introdujesen de forma gradual. Sin embargo, aqui lo expresare-
mos en un lenguaje més operativo.

El grado de suavidad de un intervalo musical, es decir de una
razén a/b siendo a y b nimeros cualesquiera, se puede calcular
de la forma siguiente:

Dada la fraccién a/b, consideramos la fraccion irreducible
equivalente p/q, calculamos N el minimo comin mdalti-
plo de py q, y lo descomponemos en factores primos

Kk, k,
N=p' xpy" x..xp,".

El grado de suavidad entre a y b (o del intervalo a/b) se
define como

GS(a:b)=k(p,-D)+k,(p,-D+ ..+ k,(p, - +1.

Con esto, los grados de suavidad de algunos intervalos muy co-
nocidos, como la quinta justa, 3/2, cuarta justa, 4/3 y séptima
“natural” 7/4, son los siguientes:

GS(4:3)=202-1)+1(3-1)+1=5 >
GS(3:2)=12-D)+13=-D+1=4,
GS(7:4)=17-1D)+2(2-1)+1=9 .

Esto significa que la quinta es mds consonante que la cuarta y
ésta a su vez lo es méds que la séptima, pero mds alld de lo anec-
dético de estos intervalos, lo que ocurre es que, por primera vez,
se tiene una medida de las consonancias.

El método no sélo sirvié para confirmar las teorfas que los mu-
sicos aceptaban para los intervalos, sino que permite calcular

44



DISCURSO DE INGRESO

con facilidad el gradus suavitatis de relaciones mds complejas.
Por ejemplo, si en lugar de intervalos queremos calcular los gra-
dos de suavidad de acordes, tenemos que, para el acorde mayor

4:5:06, el grado de suavidad es el de 1/60, es decir GS(4:5:6)=
22-D+1(3-D+1(5-D+1=9-

Es cierto que, en materia musical, Euler dejé6 muchas cosas sin
explicar. Por ejemplo, el grado de suavidad de a:b:c es el mismo
que el de b:c:a. Sin embargo, estas dos situaciones, que se cono-
cen como inversién de acordes, no se perciben de igual forma.

Pocos investigadores de la época de Euler podian imaginar que
surgiria la Psicoacustica como una drea de conocimiento. En el
momento actual, aceptar que podemos dar reglas generales de
percepcién a partir de la descomposicién en factores primos,
resulta poco realista. Si a esto afadimos que los sistemas de afi-
nacién no tienen por qué basarse en la relacién entre nimeros
naturales, pareceria que la utilidad de estos trabajos es mds que
cuestionable.

Sin embargo, a pesar del apriorismo de sus propuestas, Euler
hizo avanzar mucho la concepcién de la teorfa musical. Desde
mediados del siglo XVII la separacién entre la teorfa y la prac-
tica musicales se estaba haciendo insostenible. Las reglas rigidas
de afinacién, de armonia o estructurales parecian un tema de
los tedricos, mientras que compositores e intérpretes estaban
dispuestos a ignorarlas constantemente.

Después de algunas revoluciones como habian sido £/ clave
bien temperado de Bach, o la aparicién del pianoforte, con to-
das sus posibilidades actsticas, era necesario un golpe de ti-
moén en un mundo en el que la ciencia se estaba imponiendo.
Y, para este cambio de rumbo, pocos estaban tan autorizados
como Euler.
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Pero, ;puede estar desafinada la Naturaleza?

En el siglo XIX, J. B. Fourier (1768 — 1830) abre una nueva
brecha en la cuestién del ntimero siete. Uno de sus resultados
mds célebres y, sin duda, el mds utilizado en musica, es que
cualquier funcién periédica continua se puede descomponer
en funciones periddicas simples.

Esto significa que si un instrumento produce una nota, la onda
sonora se puede descomponer en ondas simples con frecuen-
cias 1f; 2f; 3f, ..., denominadas armdnico primero, segundo, etc.
La amplitud de cada uno de los arménicos es lo que configura
el timbre del instrumento y hace que distingamos el do de un
piano del do de una trompeta.

Normalmente, al expresar estos arménicos en un pentagrama,
al séptimo arménico se le adjunta una flecha, o un cambio de
grafia, que indica la desafinacion.

O | PN O )

e —o—o
rey s °© v

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10

Puede disefiarse un sistema de afinacién en el que el séptimo
armonico esté afinado, pero esto no zanja la cuestién. En pri-
mer lugar, en este sistema se modifica ligeramente la afinacién
habitual de todas las notas y, en segundo lugar, ;por qué con-
tentarnos con el séptimo arménico y no seguir con el undéci-
mo, el decimotercero, etc. que también estdn desafinados?

Realmente, que estas cuestiones permanezcan sin resolver no su-
pone ningan problema practico, pero afirmar que algunos armé-
nicos de una nota emitida por un cantante estin desafinados, es
admitir que la naturaleza estd desafinada. Estd claro que en los
criterios para elegir las notas musicales, los argumentos basados
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en la fisica del sonido se entremezclan con los netamente socio-
culturales, y éstos no tienen por qué coincidir. Desde luego, esta
desafinacién no ha supuesto ninglin inconveniente para seguir
disfrutando de la belleza de la Msica, pero, sno rompe esto con
una tradicién de mas de veinticinco siglos en los que la armonia
del Universo y de la Msica eran una misma cosa?

Quizés, no admitir esta ruptura ha hecho que algunos composi-
tores del siglo XX, como Z. Koddly, B. Bartdk, 1. Xenakis o W.
R. Lutoslawski, por ejemplo, no s6lo hagan intervenir el niimero
siete en la afinacién de muchos de sus acordes, sino que realmen-
te den un paso adelante hacia una relacién explicita, que no ha
cesado, entre las Matemadticas y la composicién musical.

[...] Traspasa el aire todo

hasta llegar a la mds alta esfera,

y oye alli otro modo

de no perecedera

musica, que es la fuente y la primera.

Ve cémo el gran maestro,

aquesta inmensa citara aplicado,

con movimiento diestro

produce el son sagrado,

con que este eterno templo es sustentado.

Y como estd compuesta

de nimeros concordes, luego envia
consonante respuesta;

y entrambas a porfia

se mezcla una dulcisima armonia. [...]

Fragmento de la Oda III — A Francisco de Salinas
de Fray Luis de Ledn (1527 -1591)

=
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£8 6. EL TRIUNFO DE LAS APROXIMACIO-
NES

Como hemos comentado, las notas que aparecen con las afina-
ciones anteriores, se corresponden con algunos de los arméni-
cos naturales, los que aparecen en la teoria de Fourier, pero estd
claro que no son apropiados para la musica polifénica.

El hecho de que las notas no cierren el circulo de quintas y
que no se distribuyan uniformemente, hace que, al menos des-
de el siglo XV, los intérpretes tuviesen que cerrar el circulo
“ajustando” (temperando) sus instrumentos. Se trataba de una
necesidad a la que los tedricos eran incapaces de llegar de forma
undnime.

Para formular el problema, nos centramos en el sistema pita-
gbrico, porque al manejar s6lo quintas, resulta mds sencillo de
exponer. Si una nota la subimos 12 quintas y la bajamos 7 oc-
tavas (o equivalentemente la subimos 6 tonos), el resultado no
es el mismo que si la subimos una octava. La razén es que la
duodécima quinta no cierra el circulo de quintas, sino que lo
sobrepasa ligeramente,

3 12
27128, (E) =129,7463 .

La diferencia entre estos dos valores se llama comma pitagéricay
su tamafio es de unos 23,46 cents, menos de la cuarta parte de
un semitono. Por pequena que parezca, evitar adecuadamente
esta imprecision ha sido uno de los principales quebraderos de
cabeza de los music6logos a lo largo de varios siglos, puesto que
dependiendo del punto de partida, el desajuste se produce en
una nota u otra.
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Alo largo de la Historia, han aparecido multitud de propuestas,
que bdsicamente se pueden resumir en dos formas de proceder:

a) Quitar toda la imprecisién en una de las doce quintas.

b) Repartir porciones de comma entre varias o todas las
quintas.

La primera de las opciones genera una quinta bastante més pe-
quena, denominada quinta del lobo, que produce un sonido
desagradable. Esto hizo que no se pudiese utilizar e imposibi-
litaba el uso de algunas tonalidades. En estas circunstancias, la
transposicién o la convivencia de algunos instrumentos dentro
de la misma agrupacién se hacia imposible.

La segunda de las opciones implica llegar a un consenso en qué
porcién quitar a cada quinta, porque esto determina la nueva
distribucién de notas temperadas. Ademds, dependiendo de
cémo se haga, sigue habiendo intervalos y tonalidades que re-
sultan impracticables.

Mientras las composiciones se hacian para pocos instrumentos,
esta dificultad no resultaba grave, pero en el Barroco, al aumen-
tar el nimero de voces, el problema se hace insostenible, sobre
todo si pensamos que la simultaneidad de las voces se convierte
en una herramienta fundamental de las obras.

Si esta cuestion se hubiese planteado como un problema mate-
madtico sin mds repercusiones, lo cierto es que la mejor solucién
era evidente: “hay que dividir el circulo en partes iguales”. Asi,
por ejemplo, para 12 partes, cada una de ellas medird 42, es
decir 100 cents. Por trivial que parezca la respuesta, esta forma
de afinar es el Zemperamento igual doce de notas que, con dife-
rencia, es el mds utilizado en la musica occidental actual. Pero
claro estd, la forma con la que se llegd hasta este temperamento
no fue tan sencilla.
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El valor de las demostraciones constructivas

En Matemiticas, cuando las demostraciones son constructivas
tienen un valor afiadido. Por ejemplo, cuando en un teorema
de existencia de soluciones ademds de demostrar que existe, la
prueba indica cémo calcularla, el resultado es mucho mds util.

Esto es lo que ocurrié con J. S. Bach y E/ clave bien temperado'®.
Necesitaba dar una solucién prictica que acabase con las difi-
cultades de poder interpretar en todas las tonalidades y a la vez
zanjase las discusiones sobre qué temperamentos o qué sistemas
de afinacién eran los mds adecuados.

Bach, a pesar de pertenecer a la Soziezit der Musicalischen Wis-
senschaften (Sociedad de las Ciencias Musicales), que tenfa
como finalidad estudiar la relacién entre Musica y Matemd-
ticas, no era un apasionado de la parte cientifica de la musica.
En palabras de su hijo Carl Philipp Emanuel, “no se dejaba
arrastrar por profundas consideraciones teéricas y dedicaba, en
su lugar, sus energias a la prictica”.

Pero Johann Sebastian, ademds de ser un extraordinario com-
positor e intérprete, era constructor y reparador de 6rganos.
Sabia que contar con soluciones tedricas plausibles no era su-
ficiente, necesitaba soluciones que conjugasen teorfa, prictica
y que gozase de consenso: queria obtener una demostracién
constructiva.

Como es de suponer, cada uno de los temperamentos que cir-
culaban a principios del siglo XVIII, con sus ventajas e incon-
venientes, tenian sus seguidores y esto hacia que la situacién

18. .y . .
La expresién “bien temperado” no designa un temperamento concreto. Que el tempe-
ramento sea bueno no significa que sea mejor que los otros, hace alusién a que permite
cerrar el circulo de quintas y, por tanto, la modulacién en todas las tonalidades.

51



VICENTE LIERN CARRION

fuese realmente complicada. Probablemente si Bach se hubiese
dedicado a defender un temperamento, desde un punto de vis-
ta tedrico, su propuesta no habria sido efectiva, por esto, para
zanjar el problema era necesario construir la solucién: compo-
ner E/ clave bien temperado. Esta obra, que no se imprimi6 en
vida del autor, consta de dos volimenes con preludios y fugas
compuestos en todas las tonalidades mayores y menores de la
gama cromdtica y su principal objetivo era mostrar que su pro-
puesta era viable y sonaba bien.

Fue una composicién, como gran parte de la obra de Bach,
ignorada por la mayoria de sus contempordneos, pero la revo-
lucién se habia iniciado, y el hecho de que, por primera vez, el
temperamento se desligase explicitamente de la idea de “truco
prictico” de los intérpretes, ya no tenia vuelta atrds: el tempe-
ramento formaba parte de la esencia misma de la composicion.

Serfa injusto no reconocerle al genial compositor que, a pesar
de la carta que su hijo Carl Philipp Emanuel escribi6 a J. N.
Forkel advirtiendo que su padre “no era amante del seco ma-
terial matemadtico”, lo cierto es que la grandeza estructural de
sus obras, asi como la manera de zanjar un problema secular a
través de E/ clave bien temperado, son formas brillantes de hacer
Matematicas.

Muisica de las esferas y temperamentos

Aunque sea de forma colateral, el hecho de relacionar la musica
con el cosmos ha servido para encontrar argumentos a favor de
las teorias musicales. Asi, la idea de un universo formado por
esferas concéntricas sirvié para validar la afinacién pitagérica
en la que sélo participan los nimeros dos y tres. Sin embargo,
cuando la situacién se fue complicando y las circunferencias se
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transformaron en elipses, la que salié beneficiada fue la Justa
Entonacidn, en la que se utilizan el dos, el tres y el cinco. No
obstante, la idea original de bsqueda de una conexién entre el
universo y la musica, mds alld de lo estrictamente matemdtico
sigue inspirando a los musicos, que ven en la serie arménica o
la teoria del caos una fuente de ideas. Como muestra de esta
inspiracién daremos aqui dos ejemplos proximos a mi trabajo.
El primero, Esferas, es una obra escrita en la tesis doctoral de
José Ibdnez Barrachina (Ibdnez, 2008), en la que se utilizan los
intervalos dados de Kepler y el segundo, Music of the Spheres,
de Mike Oldfield, es un trabajo que se basa en la interpretaciéon
libre que el compositor hace de las ideas tratadas aqui.

En Esferas, estrenada el 24 de noviembre de 2006, en la VIII
reunién de Decanos y Directores de Matemdticas, los sonidos
propuestos por Kepler se mezclan con otros, de manera que
se escuchan de forma simultdnea las notas originales, comple-
tamente tonales, junto con melodias elaboradas por el com-
positor a partir de sonidos que huyen de la tonalidad. En los
célculos de Kepler, la tinica excepcién a la mdsica tonal mds
ortodoxa la constituyen el intervalo que representa a la Tierra:
el semitono. Este intervalo, prohibido durante largo tiempo,
es aceptado en el Barroco “mientras sea utilizado con mesura y
no como el material basico para la elaboracién de una obra” y
estd presente en todos los cromatismos del S. XIX. Ademis, se
combinan dos tipos de series, una establecida por Kepler y otra
disefiada por el compositor variando la anterior. La técnica de
composicién, sin llegar al dodecafonismo, estd inspirada en el

método de Arnold Schémberg.

Pocos meses después del estreno de Esferas, cuando Mike Ol-
dfield, manifesté en numerosas entrevistas promocionales que
estaba trabajando en su dlbum Music of the Spheres, hubo algin
periodista que se puso en contacto con Ibdfiez y con su director
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de tesis para comprobar si habia habido relacién entre ambas
obras. Lo cierto es que ni los autores ni las obras habian tenido
ningun tipo de relacién y lo Gnico que les unia era el tema.

Music of the Spheres es un disco compuesto para orquesta sin-
fénica, y que cuenta con secciones interpretadas por coro, so-
prano y guitarra cldsica que interpreta el propio Mike Oldfield.
Esta disehado con melodias minimalistas, cambios de texturas
armoénicas y tonos melédicos que en nada tienen en cuenta
los intervalos keplerianos o los cdlculos a los que hemos hecho
referencia en este trabajo. A pesar de ello, estd claro que la idea
de blsqueda armonia entre los astros sigue siendo fuente de
insniracién de creadores musicales.

==
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$8 7. Las esferas y las consonancias que usan los
) e
musicos

Como hemos visto hasta ahora, los astros dejaron la perfeccién
de las 6rbitas circulares para achatarse y dar paso a elipses y esto
tuvo sus repercusiones en la percepcién de la armonia univer-
sal. Sin embargo, éstos no iban a ser los Gnicos cambios. Hace
unos veinticinco afos, las esferas que describian lo més intimo
de la materia, las particulas elementales, dejaron de ser precisas
para convertirse en esferas borrosas (Madore, 1992). Ante esta
perspectiva, ;podemos seguir obstinados en buscar unas conso-
nancias exactas dentro de una armonfa perfecta?

Estd claro que, una cuestion es explorar el territorio comin
entre las Matemadticas y la Musica y otra bien distinta es cémo
transitan por él los intérpretes. Como ocurre en otros campos
en los que se aplican las Matematicas, los modelos y las solucio-
nes que proporcionan éstos, muchas veces se utilizan como una
aproximacién a la realidad. Por ejemplo, las notas musicales,
se definen para cada sistema de afinacién con unas frecuencias
muy precisas, pero el musico sabe que una pequena alteracién
de estos valores no es grave. De hecho, en ocasiones sélo se
llega al consenso de toda una agrupacién musical si parte de
los musicos alteran la afinacién tedrica. Por otro lado, hemos
presentado la partitura como la gréfica de una funcién que el
musico utiliza realmente como la aproximacién a una férmula
matemdtica. ;Quiere decir esto que el musico debe restringir
el uso de las Matemdticas a los aspectos tedricos y en su vida
profesional debe guiarse por la intuicién?

Me gustaria abordar un dltimo aspecto en mi discurso, muy
relacionado con mi investigacién mds reciente. Se trata de mos-
trar, de forma breve, que en realidad lo que ocurre es que los
musicos manejan procesos matemdticos mds complejos que los
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habitualmente presentados en los trabajos de Musica y Mate-
madticas. En la mayoria de los casos, deben incluir en los pro-
pios conceptos un grado de incertidumbre que sea capaz de re-
flejar la imprecision, los criterios personales e incluso el estado
de 4nimo.

Para expresar esta idea, conviene que tengamos en cuenta la
diferencia entre azar e incertidumbre. Aunque son dos palabras
ligadas de forma mds o menos directa con la probabilidad y en
el leguaje ordinario muchas veces se confunden, el significado
no el es el mismo. Cuando se ponen en una urna 7 bolas ro-
jas y 3 blancas, la probabilidad de sacar una bola roja es 7/10
mientras que la de sacar una blanca es de 3/10. Dicho de otro
modo, en una extraccidn aleatoria se puede medir la suerte de
sacar una bola blanca o una roja. Supongamos ahora que des-
conocemos la proporcién de bolas de cada color y que sélo
podemos realizar una extraccién. En estas circunstancias ya no
podemos medir la suerte. El fenémeno ya no se debe al azar,
sino a la incertidumbre.

A nosotros nos va a interesar el tratamiento de la incertidumbre
en la que no tiene sentido que se le aplique la probabilidad,
porque precisamente ésta es la que aparece en la Msica, y en
muchas manifestaciones de la vida real en las que participan las
decisiones de personas.

Sin entrar en cuestiones psicoldgicas (como estado emocional de
cada uno de los intérpretes) ni en las caracteristicas arquitectonicas
o ambientales de las salas de audicién, la propia partitura contiene
diversas fuentes de incertidumbre que debemos tener en cuenta:

a) La altura de las notas: Cada familia de instrumentos afi-
na, de forma natural, en sistemas de afinacién distintos.
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Por ejemplo, un /z® no designa una tnica realidad fisico-
acustica.

b) La grafia del pentagrama: En la musica contempordnea
el compositor tiende a expresar, mediante gréficos o no-
tacién no estdndar, algunos efectos que no tenian cabida
en la musica clésica y que dan mayor grado de libertad al
intérprete.

¢) El tempo: A pesar de la tendencia actual a sustituir las
designaciones tradicionales de tempos por indicaciones
mds precisas, que expresan pulsaciones por minuto, la im-
precisién es inevitable, mdxime cuando a estos se afaden
términos que modifican la velocidad del movimiento de
forma gradual (accelerando, ritardando, etc.).

d) Los matices: Los términos que indican la intensidad del
sonido (de menor a mayor, pianissimo, piano, mezzopia-
no, mezzoforte, forte, fortissimo) son imprecisos, sobre
todo si ademds se afiade que aumenten o disminuyan gra-
dualmente la intensidad del sonido (crescendo, decres-
cendo, diminuendo).
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Fragmento de So/us, composicion para trompeta
hecha en 1975 por Stanley Friedman
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A pesar de esto, lo cierto es que los soportes informdticos
y la tecnologia basada en modelos matemdticos responden
de manera muy precisa a las necesidades de los musicos. A
continuacién veremos cémo una de las herramientas funda-
mentales de la Inteligencia Artificial, la 16gica borrosa (Fuzzy
Logic), es una de las claves que permite tratar con este tipo de
incertidumbre.

Introduccién a la 16gica borrosa

A mediados de los anos sesenta, Lotfi A. Zadeh (Azerbaiydn,
1921, actualmente profesor emérito de la Universidad de Ca-
lifornia en Berkeley) introduce" la Teoria de Conjuntos Borro-
sos, cuyo objetivo era proporcionar las bases del razonamiento
aproximado utilizando premisas imprecisas como instrumento
para formular el conocimiento.

La idea principal contenida en un conjunto borroso (Fuzzy
Set), que se encuadra dentro de la Légica Multivaluada, es que
el pensamiento humano utiliza ‘etiquetas lingiiisticas’ que per-
miten que los objetos puedan pertenecer a una clase y a otra de
forma suave y flexible. En la prictica, se habla de que alguien es
“alto” o “bajo” sin que por ello el interlocutor deje de tener la
informacién necesaria (Kaufmann y Gil Aluja, 1987).

19-En realidad, el origen podria fijarse en 1922 cuando Lukasiewicz cuestionaba la légica
cldsica booleana (valores cierto y falso) y proponia una légica de valores ciertos en el
intervalo unidad como generalizacién de su ldgica trivaluada. En los anos 30 fueron
propuestas légicas multivaluadas para un nimero cualquiera de valores ciertos (igual o
mayor que 2), identificados mediante niimeros racionales en el intervalo [0, 1]. Poste-
riormente, en 1937, Max Black (1909 - 1989), publicé el articulo “Vagueness: An exer-
cise in Logical Analysis” y en los afios 1942 y 1950, Karl Menger (1902 - 1985), publicé
en “Statistical Metrics” dos articulos sobre relaciones borrosas de indistinguibilidad.
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Para entender a qué nos referimos cuando hablamos de 16gica
borrosa, analicemos el siguiente ejemplo, extraido de Pensa-

miento borroso de B. Kosko (1995):

“Sostened una manzana en la mano. [...] Dadle un mordisco;
masticad este trozo y tragdoslo.[...] El objeto que tenéis en la
mano jes todavia la manzana? ;Si o no? Pegadle otro mordisco.
El nuevo objeto jes todavia una manzana? [...] La manzana
pasa de serlo a no serlo, y a ser nada. Pero ;cudndo ha pasado
la linea que separa el ser manzana de no serlo? Cuando tenéis
media manzana en la mano, tenéis tanto una manzana como
no la tenéis. La media manzana es una manzana borrosa, gris
entre el blanco y el negro. La borrosidad es grisura.”

Aunque lo hace de forma implicita, la cuestién que se plantea
en el ejemplo es que disponer de mayor informacién no quiere
decir contar con mds hechos. Con mds informacién se descri-
ben mejor los hechos, pero no se tienen imdgenes mds claras
sobre ellos. La incertidumbre, la borrosidad, se mantiene en los

propios hechos (Gil Aluja, 1999).

En un conjunto cldsico (booleano) se asigna el valor 0 6 1 a
cada elemento para indicar la pertenencia o no a dicho conjun-
to. Esta funcién, denominada funcién caracteristica del con-
junto, puede generalizarse de forma que los valores asignados a
los elementos del conjunto caigan en un rango particular (que
suele ser el intervalo [0, 1]), y con ello indiquen el grado de per-
tenencia de los elementos al conjunto en cuestion. Estas funcio-
nes se llaman funciones de pertenencia y son las que estructuran
los conjuntos borrosos.

Un grado de pertenencia nulo se interpreta como no perte-

nencia, el 1 como pertenencia en el sentido booleano y los na-
meros intermedios reflejan una pertenencia incierta, que serd
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interpretada de diversos modos segun cada aplicacién. Asi, la
manzana entera del ejemplo tendrd un grado de verdad 1 para
la afirmacién “ser una manzana”, mientras que la manzana de
la que nos hemos comido parte puede tener grado de verdad
0.4, 0.3, etc. La potencia de esta teoria se debe a que a través
de la pertenencia a un conjunto se puede describir gran niime-
ro de situaciones. Para distinguirlos de los conjuntos cldsicos,
los conjuntos borrosos suelen expresarse mediante un tilde, es
decir A es un conjunto borroso y 4 es un conjunto booleano.

En el contexto que nos preocupa, si fijamos como nota patrén
el /a de 440 Hz., un sonido de 442 Hz., desde el punto de vista
de la légica booleana, estaria desafinada, no serfa una nota. Sin
embargo, para cualquier musico (o cualquier persona que la es-
cuche) esta nota no tiene el mismo “grado de desafinacién” que
otra de 450Hz. Es decir, que el salto de afinado a desafinado
el musico lo interpreta como un conjunto borroso en el que se
pasa de una situacién a otra de forma gradual. Lo importante
es fijar cudn flexibles somos con ambos conceptos.

Antes de establecer los limites de flexibilidad, necesitamos in-
troducir una idea mds de 16gica borrosa: los nimeros borrosos.
Si con la légica borrosa todo es cuestién de grado, podria pare-
cer que los nimeros escapan de la “dejadez” de la borrosidad.
Sin embargo, en realidad no es asi. Pensemos en el nimero 0.
El nimero cero pertenece al completamente al conjunto cero'y
no hay otro niimero que pertenezca a él. Pero, ;qué pasa con
los niimeros cercanos al cero o que pricticamente son cero?
En el mundo real, es razonable suponer que 0.001 es “casi 0”
mientras que 35 no lo es. Esto nos lleva a la idea de niimero
borroso, que no es mds que un caso particular de conjunto
borroso al que le exigimos ciertas condiciones sobre la funcién
de pertenencia.
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Las notas como COIljlllltOS bOl‘l‘OSOS

Para el oido humano, la relacién entre la magnitud de un
estimulo fisico y la percepcién no es lineal, de hecho en esto
se basan muchos efectos actsticos. Se ha comprobado que
en la zona central del campo de audibilidad, la sensacién de
altura es proporcional al logaritmo de la energia que pro-

duce la excitacién, y esto se conoce como Ley de Weber-
Fechner?®.

Los afinadores cromdticos electrénicos que utilizan los mu-
sicos, lo que hacen es medir la distancia de una nota respec-
to de la afinacién perfecta. Estos afinadores, basados en las
12 notas del sistema temperado igual de 12 notas, dividen
la octava en doce partes iguales. Cada una de estas partes
tiene una amplitud de 100 cents. Si representdsemos esta
situacién en un segmento, la nota afinada, F, ocuparia el
punto medio y los extremosfl,f2 se obtendrian aumentando
y disminuyendo 50 cents a la nota central, respectivamente.

Por ejemplo, si se ha fijado como nota patrén el /z =440 Hz,
cuando el afinador detecta una nota 7, cuya frecuencia es 299
Hz, la respuesta que proporciona el afinador es que se trata de un
re que estd desafinado, en concreto 31.1702 cents mds alto de lo
que deberia.

201 4 distancia de altura entre dos notas de frecuencias f] y f2 hercios, se puede expresar, de
manera aproximada, en cents como
logy (_fl )

2

d(f1,/2)=1200- cents-
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(31w _°_ Re)
i

AUTOMANL. 'CENT

Respuesta de un afinador cromdtico al detectar un sonido de 299 Hz.

Para llegar a este resultado, el afinador localiza la nota afinada
mds préxima a 7 (en este caso el 7e) y calcula la distancia entre
ny el re que resulta 31.1702 cents. Pero esta informacién se
puede utilizar para responder a otra pregunta: ;Cudl es el grado
de verdad de la afirmacién “299 Hz. es un r¢”? Si la verdad ab-
soluta tiene un grado 1, basta con calcular cudnto se desvia (en
proporcién) de este 1 para que tengamos la respuesta, es decir,

Desviacion
50

311702

1 1 =0.3766.

Entonces, lo que hemos hecho es describir el 7e como un con-
junto borroso, por ejemplo como un tridngulo, en el que la nota
afinada (desde el punto de vista booleano) tiene un grado de
pertenencia 1, y la tolerancia méxima que estamos dispuestos a
admitir es 50 cents por encima o por debajo de la nota afinada.

A
8
§ 1
=
=
)
S
o
< 0.376 |
N
O
0 ; : >
f;e-50cents f re n fre+50cents

Funcién de pertenencia del re y grado de afinacién de 299 Hz.
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Generalizando el razonamiento expuesto, cualquier nota musi-
cal puede describirse mediante un n#mero borroso, que no tiene
por qué ser triangular, ni simétrico.

Comparacién de notas borrosas

Entender las notas como conjuntos borrosos supone replantear
muchos conceptos tradicionales de la musica que, normalmen-
te, se generalizan de forma intuitiva. Por ejemplo, por la for-
ma en que han sido construidas las notas borrosas, podemos
aceptar que una nota estd mejor afinada cuanto més lo esté la
frecuencia central del tridngulo. Pero es evidente que en la ma-
sica, lo realmente importante no es si una nota aislada estd bien
afinada o no, lo fundamental es que sea correcta la relacién de
unas notas con otras.

Desde el punto de vista cldsico, para comparar dos notas no
hay mds que medir la distancia (intervalo) entre ellas. En 1948,
casi veinte anos antes de que Zadeh introdujera los conjun-
tos borrosos, el musicélogo ruso N. A. Garbuzov (1880-1955)
revoluciond el estudio de los intervalos musicales. En 1948,
publicé el articulo “7he zonal nature of the human aural percep-
tion” en el que hacia un estudio de la percepcion de los inter-
valos musicales.

A pesar de que se trata de uno de los primeros intentos por va-
lorar de forma numérica este concepto, el trabajo pasé inadver-
tido por estar publicado en ruso en la Academia de Ciencias de
Mosci y en una época en la que muchas investigaciones hechas
en la URSS no pasaban al dominio ptblico. Debié transcurrir
mds de un cuarto de siglo hasta que, de la mano de Jén Ha-
luska, los trabajos de Garbuzov empezaron a considerarse ele-
mentos clave dentro de la psicoactstica (Haluska, 2000, 2005).
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La idea del mencionado articulo es que, para medir los inter-
valos, lo decisivo era el concepto de “zonas™', en el contexto
de la percepcién, y no el de frecuencias puntuales como se ve-
nia haciendo. Se trat6 de un trabajo de laboratorio en el que a
partir de miles de pruebas establecié bandas para los intervalos
mel6dicos (las notas suenan sucesivamente) y arménicos (las
notas suenan simultdneamente).

En resultado de la investigacién mostré que, en la préctica, dos
notas que distan entre —12 y 12 cents podemos suponer que
son la misma nota (unisono) o si distan entre 372 y 430 cents,
entre ambas hay un intervalo de tercera mayor; y asi fue desgra-
nando uno por uno los intervalos musicales.

En un lenguaje actual, la teoria de Garbuzov podria simplifi-
carse mucho diciendo que los intervalos musicales se han con-
vertido en conjuntos borrosos. Ahora queda por mostrar c6mo
podemos comparar las notas sin tener que recurrir a miles de
experimentos. Usando los mismos términos que para hablar de
la experiencia de Garbuzov, ya tenemos que cada nota es un
intervalo matematico, ahora falta establecer cémo calcular el
intervalo musical.

Si queremos comparar las notas, no hay mds que pensar que se-
ran més parecidas cuanto mds parecidos sean los tridngulos que
las representan, o dicho de otro modo: “cuando haya mucha
interseccién entre estos tridngulos las notas serdn muy simila-
res”. Por el contrario, si la interseccidon es pequefia o vacia las
notas son diferentes. Esta idea significa que el grado de compa-
tibilidad entre dos ntimeros borrosos 4, B se calcula como la
posibilidad de que estos niimeros sean iguales, lo cudl matemd-
ticamente se expresa como

21 Bstas zonas se conocen en la actualidad como las zonas de Garbuzov.
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Pos(4 = B) = sup, min{u; (x),u5(x)}

donde ujy u; son las funciones de pertenencia de 4 y de B,
respectivamente.

Sin embargo, como los niimeros que representan a las notas
son triangulares, el grado de compatibilidad entre dos notas se
puede obtener calculando el punto més alto de la interseccién
de los tridngulos. De hecho, por un célculo directo se comprue-
ba (Liern, 2005; Leén y Liern, 2013) que el grado de compati-
bilidad entre dos notas, se obtiene como

d(f1-12)

N >
2% toleranCIa en cents

Compat(f;, /) =1-

onde son las frecuencias centrales de las notas en hercios
donde f; y £, son las fi trales de t h
y d es la distancia en cents.

Como hemos dicho anteriormente, en la orquesta sinfénica
conviven instrumentos que afinan en sistemas diferentes. Si,
a modo de ejemplo, analizamos las compatibilidad de las no-
tas, afinadas en los sistemas de Pitdgoras, Zarlino (Justa Ento-
nacién) y Temperado, del fragmento de Miisica para cuerdas,
percusion y celesta de Béla Bartdk, que aparece a continuacién,

r ] ? i 1
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Tres compases de Miisica para cuerdas, percusion y celesta

de Béla Barték (1881 — 1945).

N~

basta con calcular la compatibilidad, usando la férmula que
acabamos de mostrar. Rdpidamente se comprueba que algunas
de estas notas son muy poco compatibles. Asi, si para aceptar
que dos notas puedan sonar juntas exigimos un minimo de un

50% de compatibilidad (un grado de verdad de 0.5), podemos

65



VICENTE LIERN CARRION

comprobar que muchas de las notas de este fragmento no de-
berfan sonar simultineamente emitidas por instrumentos que
afinan en los tres sistemas de afinacién mencionados, puesto
que el grado de compatibilidad es bajo. Sin embargo, como
bien sabemos, esta disonancia era uno de los efectos que perse-
guia Béla Barték con su obra.

Consonancias de notas bOl‘l‘OS&S

A estas alturas del discurso, ya sabemos que decidir cudn con-
sonante es un intervalo resulta sencillo cuando se trata del uni-
sono, la octava, la cuarta, la quinta o incluso la tercera, pero la
cuestién se complica con otros intervalos. Y atn se hace mds
dificil establecer criterios objetivos para ordenar la consonancia
de los acordes. La idea que subyace a este grado creciente de
dificultad es que no se trata de una simple ordenacién de nd-
meros, sino que las ordenaciones responden a criterios de pre-
ferencia y no sélo a los valores de los nimeros reales. Cuando
a esta dificultad se le anade que las magnitudes susceptibles de
ser ordenadas no son niimeros, sino conjuntos borrosos, el reto
atn es mds estimulante.

Desde su inicio, establecer relaciones de orden en familias de
conjuntos borrosos, ha sido una linea de investigacién muy fruc-
tifera, sobre todo en la tltima década. Para el caso que nos ocupa,
ordenar las consonancias, siempre podriamos recurrir a aceptar
el orden cldsico que se obtendria al elegir una frecuencia (por
ejemplo la media o la moda) como representante de cada nota
borrosa. Sin embrago, esto parece desaprovechar el tratamiento
conjuntista de las notas, y de hecho esta es una de las lineas de
investigacién que se estdn desarrollando en la actualidad.

=
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En ocasiones, para entender la escultura o la arquitectura es
necesario analizar los cuerpos geométricos que se esconden en
la obra. En musica ocurre algo similar, para comprender una
composicién es ttil reconocer los patrones musicales que con-
tiene. Sin embargo, no me gustaria dejar la falsa impresién de
que las Matemadticas pueden sustituir al artista, en este caso
el musico. Hay que pensar que, por fortuna, la interpretacién
humana estd tan llena de matices y rasgos expresivos, que para
recogerlos serfa necesario almacenar tal cantidad de informa-
cién, y de forma tan dindmica, que excederia con mucho la
memoria que podemos manejar. En este sentido, la Ciencia
debe verse como una aliada del Arte y viceversa y no como
cosas contrapuestas.

Pensar en unas esferas universales que giran, producen sonidos
armoniosos y que encima somos capaces de interpretarlos, ha
servido para motivar que la imaginacién de grandisimos pensa-
dores hiciesen avanzar tanto las Matemdticas como la Musica.
El propio Kepler ya sabia que esto no podia ser asi, que su Misi-
ca de los Planetas no podia oirse, pero esto no hizo que abando-
naran la idea, porque simbolizaba a la perfeccién su bsqueda
de la armonia, entendida no sélo como musica. Bach también
era consciente de que su Clave Bien Temperado era un “truco
prictico” para los intérpretes, pero esto no evité que, a la vez,
fuese una revolucién que ya no tenia vuelta atrds: la belleza de
una aproximacién formaba parte de la esencia de la obra.

Realmente, que haya cuestiones matemdtico-musicales que ha-
yan permanecido sin resolver, no ha supuesto ningin problema
préctico, de hecho ha animado a varios compositores del siglo
XX a hacer intervenir los niimeros y cuestiones numéricas en
muchas de sus obras.
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Uno de los actuales temas de investigacién entre los estudiosos
de la Msica y la Computacién es encontrar patrones musica-
les para reconstruirlos, para poder establecer la relacién con la
preferencia de un oyente dado o para disenar relaciones entre
diferentes estilos. Esto aumenta las posibilidades creativas, pero
tampoco hay que olvidar que, desde el punto de vista comer-
cial, en la venta de musica por Internet, el envio de publicidad
musical personalizada siguiendo los gustos musicales del com-
prador, etc., poder determinar patrones de los gustos musicales
€s muy interesante.

Por otro lado, desde un punto de vista estrictamente practico,
gracias a la cuantificacién de muchos procesos musicales, los
técnicos pueden ahorrar muchos esfuerzos para conseguir re-
sultados que antes habrian supuesto muchas horas de trabajo.
Y al permitir modificaciones mucho mds rdpidas, cada vez hace
mds fécil adaptar la afinacién de los instrumentos a la sala y
las condiciones de temperatura, humedad, etc. en las que va a
tener lugar la audicién.

Actualmente, tanto la légica borrosa como otras herramien-
tas de la Inteligencia Artificial y de las Matemadticas, brindan
oportunidades muy interesantes a los artistas en general y a los
musicos en particular. Aqui sélo hemos presentado una peque-
fia muestra de cémo se abordan en nuestros dias algunos de los
problemas que los musicos tienen que resolver en su practica
cotidiana, pero, evidentemente, existen muchos investigadores
que trabajan en estos aspectos.

Conjugar el uso de conceptos que surgieron hace varios siglos,
junto con tecnologias que cada dia avanzan mds rdpido, hace
que el musico, y por supuesto el matemadtico, deba dar respuesta
a inconvenientes que surgen de esta combinacién. Por ejemplo,
la utilizacién tan extendida de afinadores electrénicos surgidos
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hace varias décadas, deberfa complementarse con el uso de pro-
gramas informdticos, muchos de ellos de libre disposicién en
Internet, que permiten que el musico sepa hasta qué punto lo
que estd ejecutando es compatible con otros instrumentos.

En mi opinién, estos avances, no s6lo permitirdn elegir otras
posiciones en las digitaciones o modificar la presién en la emi-
sién, etc., aumentando la consonancia sonora de la agrupacion,
sino que contribuirdn a aumentar la calidad y la belleza de la
Musica en conjunto y, al fin y al cabo, de esto es de lo que es-
tamos tratando.

Sefioras y senores, muchas gracias por su atencion.

=
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Discurs de contestacio

Excma. Sra. Dra. Pilar Bayer i Isant






Excel-lentissim Senyor President,

Excel-lentissims académics i excel-lentissimes academiques,
Autoritats,

Distingit public,

LAcadémia de Doctors es complau avui a rebre el Doctor Vi-
cente Liern Carrién com a nou académic numerari. Personal-
ment, agraeixo al nostre president, el Doctor Alfredo Rocafort,
que hagi delegat en mi ’honor de donar-li la benvinguda. Parlar
publicament de matematiques sense pissarra ni guix és sempre
un repte per a qui ho intenta, pero la tematica que ha escollit el
Doctor Liern en aquesta ocasié és tan enginyosa i insolita que,
ho he de reconeixer, ha convertit en un al-licient per a mi la
tasca academica de compondre el contrapunt preceptiu al seu
brillant discurs d’ingrés.

Llicenciat en Matematiques i doctor en Fisica Teorica, el Doc-
tor Liern és en l'actualitat catedratic d’Economia Financera i
Comptabilitat de la Universitat de Valencia. La seva carrera in-
vestigadora s'inicid com a matematic i fisic en els camps de la
geometria diferencial i de la teoria de la relativitat, amb 'estu-
di d’estructures simplectiques i sistemes dinamics en espais fi-
brats. A tall d’exemple, esmentaré un treball seu de 'any 2000,
conjunt amb J. M. Moreno i J. Olivert, en que, per mitja del
concepte de grup dinamic que opera en un fibrat, estengueren
el teorema ’Emmy Noether sobre lleis conservatives a fibrats
principals amb grups de simetria més enlla del grup de Poin-
caré.

El seu ambit d’especialitzacié ben aviat s'adreca vers I'optimit-
zacié matematica en el context de models amb incertesa, amb
aplicacions a 'estudi d’economies de localitzacid, gesti6 de car-
teres de valors i gestié de recursos humans, entre d’altres. En
aquests camps, cal dir que la seva acurada produccié i el seu
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mestratge, palesos en la direccié de diversos projectes de re-
cerca i de nombrosos treballs especialitzats, sén ben coneguts i
valorats.

A les facetes de matematic i de fisic del recipiendari voldria
afegir la de musicoleg. Sorpreén gratament comprovar, a través
de publicacions seves recents, I'existencia de férmules matema-
tiques que mesuren el grau de compatibilitat entre notes exe-
cutades per instruments musicals afinats segons temperaments
diferents, perd presents en formacions orquestrals.

El professor Liern és un matematic vinculat a la divulgacié ci-
entifica que també s’ha preocupat per la docencia de les mate-
matiques. Ha coordinat, des de 'inici, la seccié «Musymdticas»
de la coneguda revista de divulgacié Suma. A més, fent honor
a la terra de la qual procedeix —que aplega el nombre més gran
de bandes musicals i d’instrumentistes de vent de tota la Penin-
sula Ibérica—, Liern ha exercit durant més de vint anys com a
trombonista de la Banda de Paterna.

Gracies a la dissertacié que acabem d’escoltar, la musica, per-
cebuda sovint com la més majoritaria de totes les arts, i la ma-
tematica, percebuda sovint com la més minoritaria de totes les
ciéncies, se’'ns han manifestat avui fora del seu context habitu-
al. En la nostra funcié de public, no hem vingut ni per gau-
dir de les sensacions que desperta en nosaltres 'audicié d’una
obra musical, ni per complaure’ns en una exposicié cientifica
d’aquelles que acaparen tota la nostra atencié. De manera sin-
gular, I'objectiu de la trobada ha esdevingut una reflexi6 sobre
els origens, 'evolucid i alguns dels nexes comuns entre la mate-
matica i la musica, com a ciéncia i art mil-lenaris.

Tal com hem vist, la musica i les matematiques s6n llenguatges
humans susceptibles d’influenciar-se mdtuament. En determi-
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nades époques, la musica s’ha avancat a les matematiques i, en
d’altres, ha estat justament a I'inrevés. En totes dues disciplines,
pero, les seves fites sén reproduibles i perduren.

La musica s'adreca des de l'intel-lecte a 'ambit de les emoci-
ons. La matematica promou el treball de I'intel-lecte a partir
del sentiment que hi desvetlla la contemplacié de la natura. El
concepte d’harmonia de les esferes, el fil conductor del treball de
Liern d’avui, proporciona un bon exemple d’aquesta manera de
procedir: els antics, captivats per les relacions numeriques que
descobrien en la génesi dels sons plaents a I'oida i, al mateix
temps, exposats durant llargues nits d’estiu a la contemplacié
dels intrigants moviments dels astres, optaren per concloure
que, ambdoés fets, havien d’obeir a lleis quantificables i, per
tant, intel-ligibles. Després d’'un cami de segles, el metode ci-
entific els donaria la raé en aquesta concepcié racional, pero
en corregiria a bastament els resultats numerics, deficitaris per
forga, atesa la precarietat dels mitjans experimentals emprats en
la seva obtencié.

Les proporcions pitagoriques sobre els radis de les esferes ce-
lestes, el fantastic relat de Platé en el 7imen sobre la creacié
de I'«anima del mén», o les afirmacions de Cicerd en el Somni
d’Escipid relatives al desti final de certs humans sén magnifics
exemples d’abstracci6 portats a terme per la ment humana en el
seu desig insaciable de comprendre —i de salvar-se.

La creaci6 de la notacié musical en conjuncié amb la notacié
matematica mereixeria per ella mateixa un estudi més detallat.
Tal com hem sentit, la consideracié de les proporcions i I'algo-
ritme d’Euclides per al calcul del maxim comu divisor estigue-
ren lligats a la fixacié de les notes musicals i a la conformacié
de les consonancies; la unicitat de la descomposicié dels enters
en producte de primers i la irracionalitat de les arrels quadra-
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da i cibica de 2 —i, per tant, de I'arrel dotzena—, incidiren en
la presencia inexorable de la coma pitagorica i en 'acceptaci6
gradual del sistema temperat; el fet que el producte de freqiien-
cies es correspongui amb I'addicié d’intervals remet de manera
natural al concepte de logaritme i, aixi mateix, els cercles de
quintes ens podrien conduir cap als problemes de les construc-
cions amb regle i compas i la consderacié dels grups ciclics de
transformacions.

El doctor Liern ens ha posat també de manifest que I'evolucié
de la notacié neumatica del cant gregoria pogué incidir segu-
rament en 'adopcié dels eixos de coordenades —per part de
Descartes— i en la posterior representacié grafica de les funcions
matematiques d’una variable, eines totes elles imprescindibles
per al desenvolupament del calcul a partir de Newton, Leibniz
i Fourier. També, probablement, sense els dubtes de Kepler a
'hora de voler quadrar les afirmacions del 7imeu i de La repi-
blica de Platé amb les observacions astronomiques de Tycho
Brahe, la poma de Newton hauria tardat forga més a madurar
i caure de Parbre.

Tot seguit, em permetré afegir algunes consideracions sobre la
popularitzaci6 experimentada per la musica i les matematiques,
basades en principis comuns a totes dues. Fins a la primera
meitat del segle XX, la musica culta occidental, ja fos simfonica
o de cambra, era a 'abast de ben poques persones: la reialesa,
la noblesa, el clergat i molt poques més. Podem afegir que les
obres musicals, ja fossin laiques o religioses, s'interpretaven en
comptades ocasions (quantes vegades els compositors classics
o els romantics tenien 'oportunitat de sentir les seves propi-
es creacions, especialment si requerien un conjunt nombrds
d’intérprets?). La resta de la poblacié continuava tenint 'accés
musical restringit al repertori popular. Aci les regles podien ser
inexistents: sense cadéncies ni partitures ni, fins i tot, el con-
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cepte d’obra. També, en cultures diferents de la nostra, 'evo-
lucié musical ha pogut ser tota una altra; no només a I’Africa,
sind en general a les cultures asiatiques —de 'India, la Xina, el
Japé, els paisos arabs, etc.— la musica i la seva dimensié social
sovint han tingut un significat totalment diferent.

Perd, un bon dia, les reflexions tedriques sobre la musica i les
matematiques, com les que hem sentit en el discurs, comenga-
ren a donar fruits. Iniciades per I'escola pitagorica i continua-
des per Boeci, Guido d’Arezzo i Francisco de Salinas (a 'Edat
Mitjana); Zarlino, Vincenzo Galilei, Mersenne i Descartes (al
Renaixement); aixi com per Euler i D’Alembert (al Segle de les
Llums), entre d’altres, aquelles reflexions derivaren en la crea-
cié d’un corpus teodric actstic musical que es fixa a partir del

segle XVIII.

Lestudi del so des d’un punt de vista fisic matematic féu possi-
ble, per exemple, la descoberta dels harmonics, i també la com-
prensié i posterior reproduccié del timbre dels instruments i de
la veu humana. Aquestes fites se situen en el punt de partida
d’uns coneixements cientifics i técnics que han permeés apro-
par la musica i les matematiques a tota la poblacié. En el de-
curs de poc més de dos segles i mig, la humil equacié d’ona
de D’Alembert (de 1747) ha derivat en el desenvolupament
de l'analisi harmonica i en 'omnipresencia de 'operador de
Laplace i de les seves innombrables aplicacions, amb tots els
canvis tecnologics inherents.

La musica de la noblesa o la que s'improvisava als camps de
cot6 han acabat fent-se un espai en totes les esferes socials. Dels
Stradivarius a les Stratocaster, de Wanda Landowska a Tina
Turner; o des de les primeres gravacions en discos de pedra als
darrers sistemes d’enregistrament ha plogut una mica. Lampli-
ficacié del so permet avui oferir audicions musicals en espais

81



PILAR BAYER I ISANT

oberts que apleguen centenars de milers de persones. Alhora,
la ingent produccié de CD-s i la millora dels equips domeéstics
d’alta fidelitat permeten escoltar en qualsevol llar i en condi-
cions actstiques d’excepcié la musica de qualsevol eépoca —des
de la medieval o la barroca fins a la contemporania més avant-
guardista.

Al mateix temps, 'automatitzaci6 del calcul per via de la com-
putacié electronica ens permet fer servir els algoritmes més so-
fisticats sense que gairebé ni ens n'adonem. Velocitats de calcul
de 'ordre dels mil teraflops per segon —és a dir, de 10" opera-
cions de coma flotant per segon— ens permeten avancar en la
gestié de bases de dades ingents —conegudes amb el nom de
Big Data—, com ara les propies de la meteorologia, 'economia,
la biologia molecular o la cosmologia. Per no parlar de la futu-
ra computacié quantica, pero aixo ja tindrem temps de fer-ho
més endavant, amb I'ajut del Doctor Liern.

Com d’habitud, perd, ser més lucids implica pagar un preu:
alli on Platé col-locava esferes giratories i sirenes que cantaven
en arrossegar els estels en el seu moviment, els cientifics d’avui
detecten la radiaci6 de fons de microones, que és imperceptible
per a 'oida; o bé capten oscil-lacions actstiques de barions que
provenen de l'univers primigeni i que permeten estimar-ne el
seu ritme d’expansié; I'«@nima del mény, ens diuen, estaria for-
mada per energia fosca i forats negres —capacos d’engolir totes
les nostres esperances i totes les nostres il-lusions. Els cientifics
d’avui —com els pitagorics d’ahir— continuen oferint-nos in-
terpretacions (potser mitiques) a partir de calculs complexos.
Aixi, el nostre futur podria dependre encara d’una densitat cri-
tica que, segons com, ens conduiria de la Gran explosid a la
Gran implosié (és a dir, del Big Bang al Big Crunch) o bé, si ho
preferiu, de 'Alfa a 'Omega, en la simfonia més llarga mai
interpretada.
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Per acabar, felicito el Doctor Liern, la seva familia i el personal
del Departament de Matematiques per a I'Economia i 'Em-
presa de la Universitat de Valéncia i desitjo que la seva incorpo-
racié a aquesta Académia ens permeti continuar gaudint de la
seva amistat, de la seva experiencia, de la seva inquietud intel-
lectual i dels seus coneixements.

Moltes gracies per la vostra atencid.

=
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PUBLICACIONES DE LA REIAL ACADEMIA DE DOCTORS

Directori 1991

Los tejidos tradicionales en las poblaciones pirenaicas (Discurs de promocié
a académic numerari de 'Excm. Sr. Eduardo de Aysa Satué, Doctor en
Ciencies Economiques, i contestacié per I'Excm. Sr. Josep A. Plana i
Castellvi, Doctor en Geografia i Historia) 1992.

La tradicion juridica catalana (Conferencia magistral de I'académic de
ndmero Excm. Sr. Josep Joan Pinté i Ruiz, Doctor en Dret, en la Solemne
Sessié d’Apertura de Curs 1992-1993, que fou presidida per SS.MM. el
Rei Joan Carles I i la Reina Sofia) 1992.

La identidad étnica (Discurs d'ingrés de I'académic numerari Excm. Sr.
Angel Aguirre Baztdn, Doctor en Filosofia i Lletres, i contestacié per
I’Excm. Sr. Josep Ma. Pou d’Avilés, Doctor en Dret) 1993.

Els laboratoris dassaig i el mercar interior; Importancia i nova concepcid
(Discurs d’ingrés de I'académic numerari Excm. Sr. Pere Miré i Plans,
Doctor en Ciéncies Quimiques, i contestacié per 'Excm. Sr. Josep Ma.
Simén i Tor, Doctor en Medicina i Cirurgia) 1993.

Contribucion al estudio de las Bacteriemias (Discurs d’ingrés de I'académic
corresponent Il-lm. Sr. Miquel Mari i Tur, Doctor en Farmacia, i contestacié
per 'Excm. Sr. Manuel Subirana i Cantarell, Doctor en Medicina i

Cirurgia) 1993.

Realitat i futur del tractament de la hipertrofia benigna de prostata (Discurs
de promocié a academic numerari de 'Excm. Sr. Joaquim Gironella i
Coll, Doctor en Medicina i Cirurgia i contestacié per 'Excm. Sr. Albert
Casellas i Condom, Doctor en Medicina i Cirurgia i President del Col-legi
de Metges de Girona) 1994.

La seguridad juridica en nuestro tiempo. ;Mito o realidad? (Discurs d’ingrés
de académic numerari Excm. Sr. José Méndez Pérez, Doctor en Dret, i
contestacié per 'Excm. Sr. Angel Aguirre Baztdn, Doctor en Filosofia i

Lletres) 1994.
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La transicié demogrifica a Catalunya i a Balears (Discurs d’ingrés de
I'académic numerari Excm. Sr. Tomas Vidal i Bendito, Doctor en Filosofia
i Lletres, i contestacié per 'Excm. Sr. Josep Ferrer i Bernard, Doctor en

Psicologia) 1994.

Lart d'ensenyar i daprendre (Discurs de promocié a académic numerari
de 'Excm. Sr. Pau Umbert i Millet, Doctor en Medicina i Cirurgia, i
contestacié per 'Excm. Sr. Agustin Luna Serrano, Doctor en Dret) 1995.

Sessid necrologica en record de 'Excm. Sr. Lluis Dolcet i Boxeres, Doctor en
Medicina i Cirurgia i Dega-emeérit de la Reial Académia de Doctors, que
mori el 21 de gener de 1994. Enaltiren la seva personalitat els académics
de nimero Excms. Srs. Drs. Ricard Garcia i Valles, Josep Ma. Simén i Tor

i Albert Casellas i Condom. 1995.

La Unié Europea com a creacié del geni politic d’Europa (Discurs d’ingrés
de académic numerari Excm. Sr. Jordi Garcia-Petit i Pamies, Doctor en
Dret, i contestacié per 'Excm. Sr. Josep Llort i Brull, Doctor en Ciéncies
Economiques) 1995.

La explosion innovadora de los mercados financieros (Discurs d’ingrés de
'académic corresponent Il-lm. Sr. Emilio Soldevilla Garcia, Doctor en
Ciéncies Economiques i Empresarials, i contestacié per I'Excm. Sr. José
Méndez Pérez, Doctor en Dret) 1995.

La cultura com a part integrant de ['Olimpisme (Discurs d’ingrés com a
académic d’Honor de I'Excm. Sr. Joan Antoni Samaranch i Torelld,
Marqués de Samaranch, i contestacié per 'Excm. Sr. Jaume Gil Aluja,
Doctor en Ciéncies Econdomiques) 1995.

Medicina i Tecnologia en el context historic (Discurs d’ingrés de I'académic
numerari Excm. Sr. Felip Albert Cid i Rafael, Doctor en Medicina i
Cirurgia, i contestaci6 per 'Excm. St. Angel Aguirre Baztin) 1995.

Els solids platonics (Discurs d’ingrés de 'académica numeraria Excma. Sra.

Pilar Bayer i Isant, Doctora en Matematiques, i contestaci6 per 'Excm. Sr.
Ricard Garcia i Vallés, Doctor en Dret) 1996.

La normalitzacié en Bioquimica Clinica (Discurs d’ingrés de I'académic
numerari Excm. Sr. Xavier Fuentes i Arderiu, Doctor en Farmacia, i
contestacié per 'Excm. Sr. Tomas Vidal i Bendito, Doctor en Geografia)

1996.
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Lentropia en dos finals de segle (Discurs d’ingrés de 'académic numerari
Excm. Sr. David Jou i Mirabent, Doctor en Ciencies Fisiques, i contestacié
per 'Excm. Sr. Pere Miré i Plans, Doctor en Ciéncies Quimiques) 1996.

Vida i miisica (Discurs d’ingrés de I'académic numerari Excm. Sr. Carles
Ballts i Pascual, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per 'Excm.

St. Josep Ma. Espadaler i Medina, Doctor en Medicina i Cirurgia) 1996.

La diferencia entre los pueblos (Discurs d’ingrés de 'académic corresponent
II.Im. Sr. Sebastia Trias Mercant, Doctor en Filosofia i Lletres, i contestacié
per 'Excm. Sr. Angel Aguirre Baztdn, Doctor en Filosofia i Lletres) 1996.

Laventura del pensament teologic (Discurs d’ingrés de 'académic numerari
Excm. Sr. Josep Gil i Ribas, Doctor en Teologia, i contestacié per 'Excm.
St. David Jou i Mirabent, Doctor en Ciéncies Fisiques) 1996.

El derecho del siglo XXI (Discurs d’ingrés com a académic d’Honor de
I'Excm. Sr. Dr. Rafael Caldera, President de Venezuela, i contestacié per
I’Excm. Sr. Angel Aguirre Baztdn, Doctor en Filosofia i Lletres) 1996.

Lordre dels sistemes desordenats (Discurs d’ingrés de 'académic numerari
Excm. Sr. Josep Ma. Costa i Torres, Doctor en Ciencies Quimiques,
i contestaci6 per I'Excm. Sr. Joan Bassegoda i Novell, Doctor en

Arquitectura) 1997.

Un clam per a l'ocupacié (Discurs d’ingrés de 'académic numerari Excm.
St. Isidre Fainé i Casas, Doctor en Ciéncies Economiques, i contestacié per
I’Excm. Sr. Joan Bassegoda i Nonell, Doctor en Arquitectura) 1997.

Rosalia de Castro y Jacinto Verdaguer, vision comparada (Discurs d’ingrés
de 'académic numerari Excm. Sr. Jaime M. de Castro Fernidndez, Doctor
en Dret, i contestacié per 'Excm. Sr. Pau Umbert i Millet, Doctor en
Medicina i Cirurgia) 1998.

La nueva estrategia internacional para el desarrollo (Discurs d’ingrés de
'académic numerari Excm. Sr. Santiago Ripol i Carulla, Doctor en Dret, i
contestaci6 per 'Excm. Sr. Joaquim Gironella i Coll, Doctor en Medicina

i Cirurgia) 1998.

El aura de los niimeros (Discurs d’ingrés de I'académic numerari Excm.
St. Eugenio Onate Ibdnez de Navarra, Doctor en Enginyeria de Camins,
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Canals i Ports, i contestacié per 'Excm. Sr. David Jou i Mirabent, Doctor
en Ciencies Fisiques) 1998.

Nova recerca en Ciéncies de la Salut a Catalunya (Discurs d’ingrés de
l'académica numeraria Excma. Sra. Anna Maria Carmona i Cornet,
Doctora en Farmacia, i contestacié per 'Excm. Josep Ma. Costa i Torres,
Doctor en Ciéncies Quimiques) 1999.

Dilemes dinamics en ambit social (Discurs d’ingrés de I'acadéemic numerari
Excm. Sr. Albert Biayna i Mulet, Doctor en Ciéncies Econdmiques, i
contestacié per 'Excm. Sr. Josep Ma. Costa i Torres, Doctor en Ciéncies

Quimiques) 1999.

Mercats i competéncia: efectes de liberalitzacid i la desregulacié sobre l'eficacia
economica i el benestar (Discurs d’ingrés de 'académic numerari Excm. Sr.
Amadeu Petitb6 i Juan, Doctor en Ciencies Economiques, i contestacié
per 'Excm. Sr. Jaime M. de Castro Ferndndez, Doctor en Dret) 1999.

Epidemias de asma en Barcelona por inhalacién de polvo de soja (Discurs
d’ingrés de 'academica numeraria Excma. Sra. Ma. José Rodrigo Anoro,
Doctora en Medicina, i contestacié per 'Excm. Sr. Josep Llort i Brull,
Doctor en Cie¢ncies Economiques) 1999.

Hacia una evaluacion de la actividad cotidiana y su contexto: ;Presente o
Sfuturo para la metodologia? (Discurs d’ingrés de I'académica numeraria
Excma. Sra. Maria Teresa Anguera Argilaga, Doctora en Filosofia i Lletres
(Psicologia) i contestacié per 'Excm. Sr. Josep A. Plana i Castellvi, Doctor
en Geografia i Historia) 1999.

Directorio 2000

Génesis de una teoria de la incertidumbre. Acte d’imposici6 de la Gran Creu
de I'Orde d’Alfons X el Savi a 'Excm. Sr. Dr. Jaume Gil-Aluja, Doctor en
Ciencies Economiques i Financeres) 2000.

Antonio de Capmany: el primer historiador moderno del Derecho Mercantil
(discurs d’ingrés de I'académic numerari Excm. Sr. Dr. Xabier Afoveros
Trias de Bes, Doctor en Dret, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Santiago
Dexeus i Trias de Bes, Doctor en Medicina i Cirurgia) 2000.
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La medicina de la calidad de vida (Discurs d’ingrés de 'académic numerari
Excm. Sr. Luis Rojas Marcos, Doctor en Psicologia, i contestacié per
I'Excm. Sr. Dr. Angel Aguirre Baztdn, Doctor en psicologia) 2000.

Pour une science touristique: la tourismologie (Discurs d’ingrés de I'académic
corresponent Il.lm. Sr. Dr. Jean-Michel Hoerner, Doctor en Lletres i
President de la Universitat de Perpinya, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr.
Jaume Gil-Aluja, Doctor en Ciéncies Econdomiques) 2000.

Virus, virus entérics, virus de I'hepatitis A (Discurs d’ingrés de I'academic
numerari Excm. Sr. Dr. Albert Bosch i Navarro, Doctor en Ciéncies
Biologiques, i contestaci6 per 'Excm. Sr. Dr. Pere Costa i Batllori, Doctor
en Veterinaria) 2000.

Mobilitat urbana, medi ambient i automobil. Un desafiament tecnologic
permanent (Discurs d’ingrés de I'académic numerari Exem. Sr. Dr. Pere
de Esteban Altirriba, Doctor en Enginyeria Industrial, i contestacié per
I'Excm. Sr. Dr. Carlos Dante Heredia Garcia, Doctor en Medicina i
Cirurgia) 2001.

El vei, el burgés i el cronista: una historia barcelonina del segle XIII (Discurs
d’ingrés de l'académic numerari Excm. Sr. Dr. José Enrique Ruiz-
Domeénec, Doctor en Historia, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Felip
Albert Cid i Rafael, Doctor en Medicina i Cirurgia) 2001.

La informacid, un concepte clau per a la ciéncia contemporania (Discurs
d’ingrés de 'académic numerari Excm. Sr. Dr. Salvador Alsius i Clavera,
Doctor en Ciéncies de la Informacid, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr.

Eugenio Onate Ibdfez de Navarra, Doctor en Enginyeria de Camins,
Canals i Ports) 2001.

La drogaaddiccid com a procés psicobiologic (Discurs d’ingrés de I'academic
numerari Excm. Sr. Miquel Sdnchez-Turet, Doctor en Ciéncies
Biologiques, i contestacié per 'Excm. Sr. Pedro de Esteban Altirriba,
Doctor en Enginyeria Industrial) 2001.

Un univers turbulent (Discurs d’ingrés de 'académic numerari Excm. Sr.
Dr. Jordi Isern i Vilaboy, Doctor en Fisica, i contestacié per 'Excma. Sra.
Dra. Maria Teresa Anguera Argilaga, Doctora en Psicologia) 2002.
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Lenvelliment del cervell huma (Discurs de promocié a académic numerari
de 'Excm. Sr. Dr. Jordi Cervés i Navarro, Doctor en Medicina i Cirurgia, i
contestaci6 per 'Excm. Sr. Dr. Josep Ma. Pou d’Avilés, Doctor en Dret) 2002.

Les telecomunicacions en la societat de la informacié (Discurs d’ingrés de
P'académic numerari Excm. Sr. Dr. Angel Cardama Aznar, Doctor en Enginyeria
de Telecomunicacions, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Eugenio Onate Ibdnez
de Navarra, Doctor en Enginyeria de Camins, Canals i Ports) 2002.

La veritat matematica (Discurs d’ingrés de 'académic numerari Excm. Sr. Dr.
Josep Pla i Carrera, doctor en Matematiques, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr.
Josep Ma. Costa i Torres, Doctor en Ciencies Quimiques) 2003.

Lhumanisme essencial de l'arquitectura moderna (Discurs d’ingrés de I'academic
numerari Excm. Sr. Dr. Helio Pifién i Pallarés, Doctor en Arquitectura, i
contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Xabier Anoveros Trias de Bes, Doctor en Dret)
2003.

De l'economia politica a l'ecconomia constitucional (Discurs d’ingrés de 'académic
numerari Excm. Sr. Dr. Joan Francesc Corona i Ramon, Doctor en Ciencies

Econdmiques i Empresarials, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Xavier Iglesias i
Guiu, Doctor en Medicina) 2003.

Iemperancia i empatia, factors de pau (Conferencia dictada en el curs del cicle
de la Cultura de la Pau per el Molt Honorable Senyor Jordi Pujol, President de
la Generalitat de Catalunya, 2001) 2003.

Reflexions sobre resistencia bacteriana als antibiotics (Discurs d’ingrés de
I'académica numeraria Excma. Sra. Dra. Ma. de los Angeles Calvo i Torras,
Doctora en Farmacia i Veterinaria, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Pere Costa
i Batllori, Doctor en Veterinaria) 2003.

La transformacidn del negocio juridico como consecuencia de las nuevas tecnologias
de la informacion (Discurs d’ingrés de 'académic numerari Execm. Sr. Dr.
Rafael Mateu de Ros, Doctor en Dret, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Jaime
Manuel de Castro Ferndndez, Doctor en Dret) 2004.

La gestion estratégica del inmovilizado (Discurs d’ingrés de l'academica
numeraria Excma. Sra. Dra. Anna Maria Gil Lafuente, Doctora en Ciéncies
Economiques i Empresarials, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Josep J. Pint6 i
Ruiz, Doctor en Dret) 2004.

920



PUBLICACIONES

Los costes bioldgicos, sociales y econdmicos del envejecimiento cerebral (Discurs
d’ingrés de I'académic numerari Exem. Sr. Dr. Félix E Cruz-Sdnchez,
Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per 'Excm. Sr. Dr. Josep Pla
i Carrera, Doctor en Matematiques) 2004.

El conocimiento glaciar de Sierra Nevada. De la descripcion ilustrada del
siglo XVIII a la explicacion cientifica actual. (Discurs d’ingrés de I'académic
numeri Excm. Sr. Dr. Antonio Gémez Ortiz, Doctor en Geografia, i
contestacié per I'académica de nimero Excma. Sra. Dra. Maria Teresa
Anguera Argilaga, Doctora en Filosofia i Lletres (Psicologia) )2004.

Los beneficios de la consolidacion fiscal: una comparativa internacional
(Discurs de recepcié com a académic d'Honor de 'Exem. Sr. Dr. Rodrigo
de Rato y Figaredo, Director-Gerent del Fons Monetari Internacional.
El seu padri d’investidura és 'académic de ndmero Excm. Sr. Dr. Jaime
Manuel de Castro Ferndndez, Doctor en Dret) 2004.

Evolucion historica del trabajo de la mujer hasta nuestros dias (Discurs
d’ingrés de 'académic numerari Excm. Sr. Dr. Eduardo Alemany Zaragoza,
Doctor en Dret, i contestacié per 'académic de nimero Exem. Sr. Dr.
Rafel Orozco i Delclés, Doctor en Medicina i Cirurgia) 2004.

Geotecnia: una ciencia para el comportamiento del terreno (Discurs d’ingrés
de Pacadémic numerari Excm. Sr. Dr. Antonio Gens Solé, Doctor en
Enginyeria de Camins, Canals i Ports, i contestacié per I'académic de
numero Excm. Sr. Dr. Eugenio Onate Ibdnez de Navarra, Doctor en
Enginyeria de Camins, Canals i Ports) 2005.

Sessid académica a Perpinya, on actuen com a ponents; Excma. Sra. Dra.
AnnaMaria Gil Lafuente, Doctora en Ci¢ncies Econdomiques i Empresarials
i Excm. Sr. Dr. Jaume Gil-Aluja, Doctor en Ciéncies Economiques i
Empresarials: “Nouvelles perspectives de la recherche scientifique en economie
et gestion”; Excm. Sr. Dr. Rafel Orozco i Delcés, Doctor en Medicina i
Cirurgia: “Limpacte médic i social de les cél-lules mare”; Excma. Sra. Dra.
Anna Maria Carmona i Cornet, Doctora en Farmacia: “Nouvelles strategies
oncologiques™; Excm. Sr. Dr. Pere Costa i Batllori, Doctor en Veterinaria:
“Les résistences bacteriénnes a les antibiotiques”. 2005.

Los procesos de concentracion empresarial en un mercado globalizado y la
consideracion del individuo (Discurs d’'ingrés de I'académic de niimero
Excm. Sr. Dr. Fernando Casado Juan, Doctor en Ciéncies Economiques
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i Empresarials, i contestacié de I'Excm. Sr. Dr. Josep Ma. Costa i Torres,
Doctor en Ciéncies Quimiques) 2005.

“Son nou de flors els rams li renc” (Discurs d’ingrés de 'académic numerari
Excm. Sr. Dr. Jaume Vallcorba Plana, Doctor en Filosofia i Lletres (Seccié
Filologia Hispanica), i contestacié per I'academic de nimero Excm. Sr. Dr.
José Enrique Ruiz-Domeénec, Doctor en Filosofia i Lletres) 2005.

Historia de la anestesia quirirgica y aportacion esparnola mds relevante
(Discurs d’ingrés de I'academic de niimero Excm. Sr. Dr. Vicente A.
Gancedo Rodriguez, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per
'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Josep Llort i Brull, Doctor en Ciéncies
Economiques i Empresarials) 2000.

El amor y el desamor en las parejas de hoy (Discurs d’ingrés de 'académic
de niimero Excm. Sr. Dr. Paulino Castells Cuixart, Doctor en Medicina
i Cirurgia, i contestacié per I'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Joan
Trayter i Garcia, Doctor en Ciencies Economiques i Empresarials) 2006.

El fenomen mundial de la deslocalitzacié com a instrument de reestructuracio
empresarial (Discurs d’ingrés de 'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Alfredo
Rocafort i Nicolau, Doctor en Ciéncies Economiques i Empresarials, i
contestacié per I'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Isidre Fainé i Casas,
Doctor en Cié¢ncies Econdomiques i Empresarials) 2006.

Biomaterials per a dispositius implantables en 'organisme. Punt de trobada
en la Historia de la Medicina i Cirurgia i de la Tecnologia dels Materials
(Discurs d’ingrés de 'academic de nimero Excm. Sr. Dr. Josep Anton
Planell i Estany, Doctor en Ciéncies Fisiques, i contestacié per 'académic
de nimero Excm. Sr. Dr. Pere Costa i Batllori, Doctor en Veterinaria)
2006.

La ciéncia a Enginyeria: El llegat de [école polytechnique. (Discurs d’ingrés
de 'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Xavier Oliver i Olivella, Doctor
en Enginyeria de Camins, Canals i Ports, i contestacié per 'académic de
nimero Excm. Sr. Dr. Josep Pla i Carrera, Doctor en Matematiques) 20006.

El voluntariat: Un model de mecenatge pel segle XXI. (Discurs d’ingrés de
'académica de nimero Excma. Sra. Dra. Rosamarie Cammany Dorr,
Doctora en Sociologia de la Salut, i contestacié per 'Excma. Sra. Dra.
Anna Maria Carmona i Cornet, Doctora en Farmacia) 2007.
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El factor religioso en el proceso de adhesion de Turquia a la Union Europea.
(Discurs d’ingrés de 'academic de nimero Excm. Sr. Dr. Josep Maria Ferré
i Marti, Doctor en Dret, i contestacié per 'académic de niimero Excm. Sr.
Dr. Carlos Dante Heredia Garcia, Doctor en Medicina i Cirurgia) 2007.

Coneixement i ética: reflexions sobre filosofia i progrés de la propedéutica médica.
(Discurs d’ingrés de 'académic de niimero Excm. Sr. Dr. Marius Petit i
Guinovart, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per 'académic de
ndmero Exem. Sr. Dr. Josep Gil i Ribas, Doctor en Teologia) 2007.

Problemdtica de la familia ante el mundo actual. (Discurs d'ingrés de
'académic honorari Excm. Sr. Dr. Gustavo José Noboa Bejarano, Doctor
en Dret, i contestacié per 'académic de ntimero Excm. Sr. Dr. Paulino
Castells Cuixart, Doctor en Medicina i Cirurgia) 2007.

Alzheimer: Una aproximacié als diferents aspectes de la malaltia. (Discurs
d’ingrés de 'academica honoraria Excma. Sra. Dra. Nuria Durany Pich,
Doctora en Biologia, i contestacié per I'academic de nimero Excm. Sr. Dr.
Eugenio Onate, Doctor-Enginyer de Camins, Canals i Ports) 2008.

Guillem de Guimera, Frare de ['hospital, President de la Generalitat i gran
Prior de Catalunya. (Discurs d’ingrés de I'académic honorari Excm. Sr.
Dr. Josep Maria Sans Travé, Doctor en Filosofia i Lletres, i contestacié per
I'académic de ndmero Excm. Sr. D. José E. Ruiz Doménec, Doctor en
Filosofia Medieval) 2008.

La empresa y el empresario en la historia del pensamiento econémico. Hacia
un nuevo paradigma en los mercados globalizados del siglo XXI. (Discurs
d’ingrés de I'académic corresponent Exem. Sr. Dr. Guillermo Sdnchez
Vilarifio, Doctor Ciencies Economiques i Financeres, i contestacid per
'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Jaume Gil Aluja, Doctor en Ciéncies
Economiques i Financeres) 2008.

Incertesa i bioenginyeria (Sessié Académica dels academics corresponents
Excm. Sr. Dr. Joaquim Gironella i Coll, Doctor en Medicina i Cirurgia
amb els ponents Excm. Sr. Dr. Joan Anton Planell Estany, Doctor en
Ciencies Fisiques, Excma. Sra. Dra. Anna M. Gil Lafuente, Doctora en
Ciencies Economiques i Financeres i Il-lm. Sr. Dr. Humberto Villavicencio
Mavrich, Doctor en Medicina i Cirurgia) 2008.
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Els Ponts: Historia i repte a ['enginyeria estructural (Sessié Académica dels
académics numeraris Excm. Sr. Dr. Xavier Oliver Olivella, Doctor en
Enginyeria de Camins, Canals i Ports, i Excm. Sr. Dr. Eugenio Onate
Ibdnez de Navarra, Doctor en Enginyeria de Camins, Canals i Ports,
amb els Ponents Il-lm. Sr. Dr. Angel C. Aparicio Bengoechea, Professor i
Catedratic de Ponts de 1"escola Tecnica Superior d"Enginyers de Camins,
Canals i Ports de Barcelona, Il.lm. Sr. Dr. Ekkehard Ramm, Professor,
institute Baustatik) 2008.

Marketing politico y sus resultados (Discurs d’ingrés de l'académic
corresponent Excm. Sr. Dr. Francisco Javier Maqueda Lafuente, Doctor
en Ciencies Economiques i Empresarials i contestacié per 'académica
de nimero Excma. Sra. Dra. Anna M. Gil Lafuente, Doctora en Ciéncies
Economiques i Financeres) 2008.

Modelo de prediccion de “Enfermedades” de las Empresas a través de relaciones
Fuzzy (Discurs d’'ingrés de 'académic corresponent Excm. Sr Dr. Antoni
Terceno Gémez, Doctor en Cieéncies Economiques i contestacié per
l'académic de ndmero Excm. Sr. Dr. Paulino Castells Cuixart, Doctor en
Medicina) 2009.

Células Madye y Medicina Regenerativa (Discurs d’ingrés de 'académic
corresponent Excm. Sr. Dr. Juan Carlos Izpista Belmonte, Doctor en
Farmacia i contestacié per 'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Joaquim

Gironella i Coll, Doctor en Medicina) 2009.

Financiacion del déficit externo y ajustes macroecondmicos durante la crisis
financiera El caso de Rumania (Discurs d’ingrés de 'académic corresponent
Excm. Sr. Dr. Mugur Isarescu, Doctor en Ciencies Economiques, i
contestacié per I'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Alfredo Rocafort
Nicolau, Doctor en Ciéncies Econdomiques i Empresarials) 2009.

El legado de Jean Monnet (Discurs d’ingrés de I'académica numeraria
Excma. Sra. Dra. Teresa Freixas Sanjudn, Doctora en Dret, i contestacié
per 'académic de nimero Excm. Sr. Dr. Fernando Casado Juan, Doctor
en Ciencies Economiques) 2010.

La economia china: Un reto para Europa (Discurs d’ingrés de I'academic
numerari Excm. Sr. Dr. Jose Daniel Barquero Cabrero, Doctor en Ciéncies
Humanes, Socials i Juridiques, i contestacié per 'académic de niimero
Excm. Sr. Dr. Alfredo Rocafort Nicolau, Doctor en Ciéncies Econdomiques
i Empresarials) 2010.
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Les radiacions ionitzants i la vida (Discurs d’ingrés de I'académic numerari
Excm. Sr. Dr. Albert Biete i Sola, Doctor en Medicina, i contestaci6 per
I'académic de nimero Excm. Sr. Dr. David Jou i Mirabent, Doctor en
Ciencies Fisiques) 2010.

Gestid del control intern de riscos en l'empresa postmoderna: ambits economic
i juridic (Discurs d’ingrés de I'académic numerari Excm. Sr. Dr. Ramon
Poch i Torres, Doctor en Dret i Ci¢ncies Economiques i Empresarials, i
contestaci6 per 'académica de nimero Excma. Sra. Dra. Anna Maria Gil i
Lafuente, Doctora en Ci¢ncies Econdomiques i Empresarials) 2010.

16picos tipicos y expectativas mundanas de la enfermedad del Alzheimer (Discurs
d’ingrés de | “académic de niimero Excm. Sr. Dr. Rafael Blesa, Doctor en
Medicina i Cirurgia, i contestacié per ’académic de nimero Excm. St. Dr.
Josep Llort i Brull, Doctor en Ciencies economiques i Dret) 2010.

Los Estados Unidos y la hegemonia mundial: ;Declive o reinvencién? (Discurs
d’ingrés de I'academic corresponent Excm. Sr. Dr. Mario Barquero i
Cabrero, Doctor en Economia i Empresa, i contestacié per 'academic de
nimero Excm. Sr. Dr. Alfredo Rocafort i Nicolau, Doctor en Ciéncies
Economiques i Empresarials) 2010.

El derecho del Trabajo encrucijada entre los derechos de los trabajadores y el
derecho a la libre empresa y la responsabilidad social corporativa (Discurs
d’ingrés de 1 “academic de ndmero Excm. Sr. Dr. José Luis Salido Bants,
Doctor en Dret, i contestacié per 'académic de nimero Excm. Sr. Dr.
Manuel Subirana Canterell) 2011.

Una esperanza para la recuperacion econémica (Discurs d’'ingrés de 'academic
numerari Excm. Sr. Dr. Jaume Gil i Lafuente, Doctor en Economiques, i
contestacié per I'académic de nimero Exem. Sr. Dr. Josep Gil i Ribas,
Doctor en Teologia) 2011.

Certeses i incerteses en el diagnostic del cancer cutani: de la biologia molecular
al diagnostic no invasiu (Discurs d’'ingrés de 'académic numerari Excm.
Sr. Dr. Josep Malvehy, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per
I'académic de niimero Excm. Sr. Dr. Josep Llort, Doctor en Economiques

i Dret) 2011.

Una mejor universidad para una economia mds responsable (Discurs d’ingrés
de académic numerari Excm. Sr. Dr. Senén Barro Ameneiro, Doctor en
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Ciencies de la Computacié i Intel-ligéncia, i contestacié per I'academic de
numero Excm. Sr. Dr. Jaume Gil i Aluja, Doctor en Ciéncies Economiques
i Empresarials) 2012.

La transformacié del mon després de la crisi. Una analisi poliédrica i
transversal (Sessi6 inaugural del Curs Academic 2012-2013 on participen
com a ponents: 'Excm. Sr. Dr. José Juan Pinté Ruiz, Doctor en Dret: “E/
Derecho como amortiguador de la inequidad en los cambios y en la Economia
como impulso rehumanizador’ Excma. Sra. Dra. Rosmarie Cammany
Dorr, Doctora en Sociologia de la Salut: “Salut: mitja o finalitat?”, Excm.
Sr. Dr. Angel Aguirre Baztdn, Doctor en Filosofia i Lletres: “Globalizacion
Econdmico-Cultural y Repliegue Identitario”, Excm. Sr. Dr. Jaime Gil Aluyja,
Doctor en Econdmiques: “La ciencia ante el desafio de un futuro progreso
social sostenible” i Excm. Sr. Dr. Eugenio Onate Ibanez de Navarra, Doctor
en Enginyeria de Camins, Canals i Ports: “E/ reto de la transferencia de los
resultados de la investigacion a la industria”), publicacié en format digital
www.reialacademiadoctors.cat, 2012.

La quantificacié del risc: avantatges i limitacions de les assegurances (Discurs
d’ingrés de 'académica numeraria Excma. Sra. Dra. Montserrat Guillén
i Estany, Doctora en Ciéncies Econdomiques i Empresarials, i contestacié
per 'academica de nimero Excma. Sra. Dra. M. Teresa Anguera i Argilaga,
Doctora en Filosofia i Lletres-Psicologia) 2013.

El procés de la visio: de la llum a la consciéncia (Discurs d’ingrés de 'académic
numerari Execm. Sr. Dr. Rafael Ignasi Barraquer i Compte, Doctor en Me-
dicina i Cirurgia, i contestacién per 'academic de nimero Excm. Sr. Dr.
José Daniel Barquero Cabrero, Doctor en Ciencies Humanes, Socials i

Juridiques) 2013.

Formacion e investigacion: creacion de empleo estable (Discurs d’ingrés de
'académic numerari Excm. Sr. Dr. Mario Barquero Cabrero, Doctor en
Economia, i contestaci6 per 'académic de nimero Excm. Sr. Dr. José Luis
Salido Bants, Doctor en Dret) 2013.

El sagrament de U'Eucaristia: de I'Ultim Sopar a la litirgia cristiana antiga
(Discurs d’ingrés de I'académic numerari Excm. Sr. Dr. Armand Puig i
Tarrech, Doctor en Sagrada Escriptura, i contestaci6 per 'académic de nu-
mero Excm. Sr. Dr. Jaume Vallcorba Plana, Doctor en Filosofia i Lletres)
2013.
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Al hilo de la razén. Un ensayo sobre los foros de debate (Discurso de ingreso
del académico numerario Excmo. Sr. Dr. Enrique Tierno Pérez-Relano,
Doctor en Fisica Nuclear, y contestacién por la académica de nimero Ex-
cma. Sra. Dra. Ana Maria Gil Lafuente, Doctora en Ciencias Econémicas
y Empresariales) 2014.

Col-leccié Reial Académia de Doctors — Fundacién Universitaria Eserp

1. La participacio del Sistema Nervids en la produccié de la sang i en el procés
cancerds (Discurs d'ingrés de 'académic numerari Excm. Sr. Dr. Pere
Gascén i Vilaplana, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per
'académica de nimero Excma. Sra. Dra. Montserrat Guillén i Estany,
Doctora en Ciencies Econdomiques i Empresarials) 2014.

2. Informacion financiera: luces y sombras (Discurso de ingreso del Acadé-
mico Numerario Excmo. Sr. Dr. Emili Gironella Masgrau, Doctor en
Ciencias Econémicas y Empresariales y contestacién por el Académico
de Niimero Excmo. Sr. Dr. José Luis Salido Bantis, Doctor en Derecho)
2014.

3. Crisis, déficit y endeudamiento (Discurso de ingreso del Académico Nu-
merario Excmo. Sr. Dr. José Maria Gay de Liébana Saludas, Doctor
en Ciencias Econdmicas y Doctor en Derecho y contestacion por el
Académico de Numero Excmo. Sr. Dr. Juan Francisco Corona Ramén,
Doctor en Ciencias Econémicas y Empresariales) 2014.

4. Les empreses d'alt creixement: factors que expliquen el seu éxit i la seva soste-
nibilitat a llarg termini (Discurs d’ingrés de 'académic numerari Excm.
St. Dr. Oriol Amat i Salas, Doctor en Ciéncies Economiques i Empre-
sarials, i contestaci6 per 'académic de niimero Excm. Sr. Dr. Santiago
Dexeus i Trias de Bes, Doctor en Ciéncies Economiques i Empresarials)
2014.

5. Estructuras metdlicas (Discurso de ingreso del académico numerario Exc-
mo. St. Dr. Joan Olivé Zaforteza, Doctor en Ingenieria Industrial y con-
testacion por el académico de nimero Excmo. Sr. Dr. Xabier Afioveros

Trias de Bes, Doctor en Derecho) 2014.
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6.

7.
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La accion exterior de las comunidades auténomas (Discurso de ingreso
del académico numerario Excmo. Sr. Dr. Josep Maria Bové Montero,
Doctor en Administracién y Direccién de Empresas y contestacién por
el académico de nimero Excmo. Sr. Dr. José Maria Gay de Liébana
Saludas, Doctor en Ciencias Econémicas y Doctor en Derecho) 2014.

El eco de la miisica de las esferas. Las matemadticas de las consonancias (Dis-
curso de ingreso del académico numerario Excmo. Sr. Dr. Vicente Liern
Carrién, Doctor en Ciencias Matemadticas (Fisica Teérica) y contesta-
cién por la académica de nimero Excma. Sra. Dra. Pilar Bayer Isant,
Doctora en Matemdticas) 2014.
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Pilar Bayer i Isant és catedratica d’algebra de la
Universitat de Barcelona des de U'any 1982. Preévi-
ament havia obtingut el titol de Professora de Pia-
no pel Conservatori Superior Municipal de Musica
de Barcelona (1967) i s’havia llicenciat i doctorat
en Matematiques per la Universitat de Barcelona
(1968, 1975). Ha estat professora de matemati-
ques de les universitats de Barcelona (1968-1975),
Autonoma de Barcelona (1969-1977 i 1981-1982),
Regensburg (Alemanya, 1977-1980) i Santander
(1980-1981).

El seu camp de recerca és la teoria de nom-
bres. Les seves publicacions, en revistes com ara
Inventiones mathematicae, Mathematischte An-
nalen, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik, Journal of Number Theory, Compositio
mathematica, Experimental mathematics o Acta
Arithmetica, versen sobre funcions zeta, formes
automorfes, teoria de Galois, equacions diofan-
tines i corbes de Shimura. Fins a Uactualitat ha
dirigit 12 tesis doctorals. Amb Montserrat Alsina,
és autora del llibre Quaternion orders, quadratic
foms and Shimura curves [American Mathematical
Society, 2004).

Es academica numeraria de la Reial Academia de
Doctors (1994), de la Reial Académia de Ciéncies
i Arts (2001), de la “Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales” (2010) de Madrid, i
membre de Ulnstitut d’Estudis Catalans (2001).
Lany 2004 fou nomenada Emmy-Noether-Profes-
sorinper la Universitat Georg-August de Gottingen
(Alemanya). Ha rebut la Medalla Narcis Monturiol
al merit cientific i tecnologic de la Generalitat de
Catalunya (1998) i el Premi Serra d’Or (2013) en
la modalitat de recerca per la seva obra, conjun-
ta amb Artur Travesa i Jordi Guardia, Arrels ger-
maniques de la matematica contemporania (IEC,
2012).



“Lo que hace grandes a los investigadores es precisamente su libertad respecto de las
ideas convencionales y su apertura a nuevas dimensiones de los problemas ... Y al finy al
cabo, potenciar esto debe ser un objetivo de la Reial Acadéemia de Doctors.”

“La interpretacion humana esta tan llena de matices y rasgos expresivos, que recogerlos

excederia la capacidad de almacenaje computacional. En este sentido, la Ciencia debe
verse como una aliada del Arte y viceversa, y no como cosas contrapuestas.”

Vicente Liern Carrion
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