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La veritat matematica

JOSEP PLA 1 CARRERA

Facultat de Matematiques
Universitat de Barcelona

Déu se m’apareix i em demana que vull.
Li dic que ho vull saber tot de tot,
I ell m’ho concedeix.
Aleshores sé que és el diable.
GUILLEM D'OCKHAM (~1284-1349)

Excel-lentissim senyor dega-president, excel-lentissims i il-lus-
trissims membres de la Reial Académia de Doctors, distin-
git public:

Moltes gracies per la distincié que m’atorguen. Sera
un honor per a mi participar d’ara endavant en les tasques
que aquesta institucié porta a terme.

La meva exposicié s’articulara al voltant de la veri-
tat matematica. El meu proposit és oferir-los un apropa-
ment informal, pero alliconador, a aquesta qliestio.



Introduccid

Abans d’endinsar-nos en la xerrada haurem de fixar el nucli
de la qiiestié: La pregunta

“Que és la veritat?”

ha estat motiu de preocupacié i analisi des dels inicis del
pensament huma. La trobem en els textos més antics de
qualsevol tradicio religiosa, els quals pretenen donar una
resposta que, d’alguna manera, ens fonamenti les creences
i justifiqui la nostra racionalitat. I obviament la resposta
a “que és la veritat?” és un dels eixos basics de qualsevol
teoria del coneizement huma per primitiva que sigui i, de
retruc, de qualsevol sistematitzacié de 1'epistemologia de
la ciéncia. Podem afirmar que, en molts casos, les dife-
rents opcions religioses i, sobretot, les diferents escoles fi-
losofiques divergeixen precisament en el tipus de resposta
que ofereixen a aquesta pregunta singular i, alhora, fona-
mental. Com diu Josep-Maria Terricabres, en una confe-
réncia breu, perd excel-lent, sobre la veritat [[66], 27]:

Una de les giiestions que més insistentment i més
profundament ha ocupat i preocupat els homes al
llarg de la historia ha sigut la pregunta per la veri-
tat. Des del temple i des del port de la nostra cul-
tura occidental —des de Jerusalem i des d’Atenes—
1 s’ha preparat a bastament el terreny. La pre-
gunta —no pas mancada d’ironia— que es fa Pi-
lat en veu alta i que dirigeix també a Jesus de
Natzaret (“I qué és la veritat?”[37], 18, 38) és la

1Jo afegiria, i des de Bagdad, simbolitzant el centre de I’islam,
perque, si Occident és quelcom, és la confluencia de la racionalitat
grega, la religiositat jueva, i I'incardinacié fisica de I'islam.



mateixa que s’havia intentat de respondre ja des
dels primers col-loquis socratics i que, d’aleshores
enga, s’ha anat responent de mil maneres en les
filosofies, les religions o les ciéncies, en els mites i,
fins i tot, en les tertilies del cafe.

La meva intencié no és pas fer una exposicié deta-
llada —ni tampoc una de poc matisada— de les multiples
respostes —amb llurs diferencies— a aquesta pregunta,
aparentment tan simple.? L’objectiu d’aquesta llicé —que
espero sincerament que serveixi perque tots nosaltres a-
prenguem quelcom que no haviem observat abans— és la
veritat matematica.> Un concepte —el de veritat— que
s’ha anat redefinit i reformulant des que, a finals del segle
XIX, els logics i els matematics van mirar d’establir els fo-
naments de la matematica.*

Tanmateix, no és aconsellable que desenvolupi I’evo-
lucié de les idees que aniran apareixent en 1’exposicid, sense
fixar previament un marc minim que serveixi per entendre
una mica millor les dificultats que sorgeixen quan es vol
establir la veritat matematica.

Si adoptem com a prou bona, pel que fa a la veritat
congnoscitiva, la senténcia escolastica [[67], q.1, a.3, c.]:

Veri enim ratio consistit in adsequatione rei et in-
tellectus,®

2Per una aproximacié al concepte de veritat, des de la logica, vegeu
[43].

3La tercera part de [8] esta dedicada a la veritat matematica.

4El lector interessat a aprofundir la “crisi del concepte de certesa”
en la matematica pot consultar excel-lent text de Morris Kline, [41].
I, per a una aproximacié a la “crisi de fonaments”, [22].

SEl text integre diu: “La raé de veritat rau en I’adequacié entre
la cosa i1 enteniment; ara bé, allo que és identic no s’adequa amb
ell mateix, sindé que la igualtat s’estableix entre les coses que sén



ens adonem que aquesta definicié —com qualsevol altra—
no diu res de concret, si abans no precisem els tres termes
que conté: adequacid, intel-lecte i cosa.

I si, en un intent simplificador, seguint el cami ra-
cionalista de René Descartes (1596-1650) [[21], 119]

je pense, donc je suis,®
creiem que tenim clar que entenem per intel-lecte i per
entendre, encara caldra aclarir els termes: cosa i adequacio.

Pel que fa a la comprensié ulterior del concepte de
veritat matematica el més rellevant dels tres és el d’ade-
quacié, perque, encara que tinguéssim ben clar quina és la
cosa i que és l'intel-lecte, quedaria oberta una giiestié molt
important:

Es tinica la manera com pot efectuar-se
I’adequacié?

Bertrand Russell (1872-1970), segles més tard, dira [[59],
215]:

[...] Sera bo de considerar, un moment, la natu-
ralesa de les coses a les quals atribuim veritat o

falsedat [...].
Les coses que sén vertaderes o falses [...]

diverses. Per tant, la rad de veritat es déna per primer cop en l'en-
teniment alla on, també per primer cop, 'enteniment comenca a tenir
quelcom de propi que la cosa fora de 'anima no té. Aquest quelcom
de propi correspon a 'enteniment i és, gracies a ell, que pot donar-se
I'adequacié” [De Veritate, q.1, a.3, c.]. Vegeu també Summa contra
gentiles, 11, 75, 1551.

Un estudi complet de la veritat en el De veritate el trobem a [32].

6“Penso, ergo existeixo”. Vegeu la nota explicativa [21], 119, nota
133.
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sén enunciats [...]. Quan, per exemple, veiem que
fa sol, el sol mateix no és “vertader”, pero el judici
“fa sol” si que ho és.

I més endavant encara afegeix [[59], 223]:

[...] el judici és una relacié de I’esperit amb d’altres
termes: quan aquests altres termes tenen inter se
una relacié “corresponent”, el judici és vertader;
quan no, és fals.

Per la seva part, Ludwing Wittgenstein (1889-1951), en el
famés Tractatus, amb la seva expressié telegrafica caracte-
ristica, intenta aclarir-ho encara més [[71], 711 73]:

2.1.  Ens fem imatges dels fets.

2.12. La imatge és un model de la realitat.

2.124. La imatge és un fet.

2.21. La imatge concorda o no amb la realitat:
és correcta o incorrecta, vertadera o falsa.

Veiem, doncs, en totes aquestes aproximacions a la
veritat, que parlem de la veritat del judici. I dependria del
fet que hi hagi correspondencia, és a dir, que hi hagi una
certa adequacio entre allo que s’afirma en el judici i allo que
és: la cosa. La veritat o falsedat és, potser, la dependencia
mateixa.

Fixem-nos en 'exemple seglient:

La torre de Pisa esta inclinada cap a la
dreta.

Aquest judici és valid, quan es déna la correspon-
dencia. Altrament, és fals. Pero ens podem preguntar:
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Correspondencia entre que? i per a qui?

La veritat pot ser quelcom tan poc solid —o tan potent—
que depengui, en tltima instancia, de les persones que
emetin la senténcia.

Y es que en el mundo traidor

nada hay verdad ni mentira,

todo és segin el color

del cristal con que se mira [[11], 41].

O, en paraules de Protagoras (1v aC) [[39], edicié castella-
na de 1987, 572]:

TavTwY XpnudTwy pétpov éotiv avlpwmol,
TWv pév ovtwr wl €0TIY, TWr 8¢ 00K OVTWY
w¢ o0k €T’

En qualsevol teoria del coneixement, en general, i en ciéncia
en particular, un minim de coherencia obliga a establir cri-
teris d’adequacié intel-ligibles i acceptats per tots els que
tenen necessitat de coneixer la validesa o falsedat del judici.
Altrament, entrarfem en una situacié de validesa o false-
dat “subjectiva”, que dificilment podria ser entesa des de
fora del subjecte, encara que la lingiiistica i la psicoanalisi,
potser, podrien ajudar-hi!

Si volem disposar d’un criteri de veritat per als judi-
cis, cal una teoria de la correspondéncia que no depengui,
per a res, de la subjectivitat de l'enunciant. Si tornem
al nostre exemple de la torre de Pisa, hem d’establir el

"“L’home és la mida de totes les coses, de les que sén en tant que
sén, i de les que no sén en tant que no sén”. Vegeu la nota a peu
de pagina que ofereix Llanos a [45], 267, i també 'observaci6 que fa
Balasch, a la nota 24, sobre una possible traducci6 alternativa, a [55],
151e, 64.
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significat “inclinat a la dreta” amb independeéncia de la
“dreta” de cada interlocutor —és a dir, ens caldra evitar
la relativitat—2 fixant que “inclinat cap a la dreta” vol dir
“cap a l'est”, “cap a la banda on surt el sol”. Pero, fins
i tot amb aquesta aprecicacid, encara ens podriem trobar
amb una ambigiiitat. Suposem que el punt de sortida del
sol canviés amb el temps. Tindriem una veritat variable en
el temps, una qiiestié de teoria del coneixement realment
molt interessant i apassionant.

Refem, doncs, la nostra senténcia en els termes:

La torre de Pisa forma amb la horitzon-
tal un angle de 87°35'.

Aquesta afirmacié sembla més absoluta que laltra, pero és
igual d’ambigua, perque depen del conveni geometric d’an-
gle, de com es mesura aquest, del sistema numeric adoptat,
del sentit amb que el prenem, etc.

Pel que fa a la logica classica, aquesta funcionalitat
de la veritat, independent de la subjectivitat, és la que de-
fensa Gottlob Frege (1848-1925) [[26], 31-59] i, amb molta
més contundencia encara, Wittgenstein, en ’'obra citada.’
La veritat és funcional i, de retruc, no és, en absolut, ab-
soluta. Només ho sera, d’absoluta, un cop hagim fixat un
conveni d’adequacié previ que, d’alguna manera, faci que
sigui veritat allo que volem que sigui veritat, i fals allo que
volem que sigui fals.

Aquesta és la tesi fonamental d’aquesta lligé:

8Ens trobem amb la necessitat d’evitar la “relativitat”, igual com
passa en la teoria fisica de la relativitat, en qué cada mobil va amb
el seu rellotge. Tot depeén, doncs, del fet que un objecte mobil pugui
pensar com si fos un altre.

9Consulteu, per exemple, 4.25, 4.3, 4.431, i 4.62.
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En matematiques, la veritat i la false-
dat sén una circumstancia i no pas un
atribut.

Els la presentaré fent un recorregut iniciatic, no gaire pre-
gon, per certes tesis que hom troba en qiiestions d’episte-
mologia i logica relacionades amb la veritat matematica.
Evitaré els camps molt més complexos —i, per aquesta
mateixa rad, molt més fructifers— de la lingiiistica, les
teories semantiques de la veritat en el sentit inciat per
Richard Montague (1920-1970) [46], i de la pragmatica tal
com 'entenen J. L. Austin [4], o P. Grice [33].

g1. Imre Lakatos |11974]: Pro-
- ves 1 refutacions

En la correspondencia entre ’enunciat i la cosa, no hem
dit res de la cosa, perque, quan fa referencia a la realitat
—sigui quin sigui el significat d’aquesta expressié— la cosa
sembla clara. Ara bé, pot ser molt més complexa quan la
cosa és fruit del nostre pensament creador.

El novembre de 1752, Leonhard Euler (1707-1783)
llegia un treball en queé pretenia classificar els poliedres
[[24], 109]:

Mentre que en geometria plana els poligons (figure
rectiline) es poden classificar molt facilment segons
el nombre de costats que, naturalment, és igual al
nombre d’angles, en estereometria la classificacié
dels poliedres (corpora hedris planis inclusa) repre-
senta un problema molt més dificil, atés que el nom-
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bre de cares no és suficient per aconseguir-ho.

Aleshores, al nombre de cares, hi afegeix el nombre
de vertexs i d’arestes, i enuncia el teorema segiient:

Teorema. En tot poliedre val la igualtat segiient:

CARES + VERTEXS — ARESTES = 2. (1)

Com deia Pilar Bayer, a Els solids platonics —Dis-
curs d’ingrés a aquesta Reial Académia [[7], 12-15]—, els
poliedres regulars —coneguts per Platé6— sén cinc: el te-
traedre, 'octaedre, 'icosaedre, I’hexaedre, i el dodecaedre.
En tots 'enunciat d’Euler és absolutament rigords, com
podem veure facilment comptant les cares, els vertexs i les
arestes de cada un [[7], 12].

Pero, quan intentem estendre la demostracié als so-
lids de I’espai tridimensional limitats per cares planes, sor-
geix una dificultat greu. Matematics molt eminents dels
segles XVIII i XIX no sén capagos de trobar-hi una de-
mostracié general.!® Perd encara pitjor: Si volem que el
teorema d’Euler sigui valid, en general, hem d’establir que
és un poliedre, i que entenem per cares, vertexs i arestes.

Podriem contestar que la idea de poliedre és clara:

Definicié. Un poliedre és una superficie tan-
cada, limitada per superficies planes. Cada su-
perficie plana és una cara, la interseccié de dues
cares és una aresta, i la interseccié de tres ares-
tes és un vertex.

10«He d’admetre que encara no he estat capac d’idear una de-
mostracié estricta del teorema [...] Tanmateix, atés que la seva
validesa s’ha establert en tants casos, no hi pot haver cap mena de
dubte que val per a qualsevol solid. Per aquesta raé, la proposicié em
sembla totalment demostrada” [{24], 119, i 124]. Aix0 no obstant,
n’intentd una demostracié a [25].
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I comencen les dificultats.!! Un cilindre, és un polfe-
dre? Esta limitat per un pla que s’ha corbat fins a tancar-se
i per dues cares circulars planes. Pero no té vertexs! I, a
més, no satsisfa la igualtat (1). Podem pensar que hem fet
trampa, perque hem considerat una cara plana que, en el
cilindre, no ho és, de plana. Considerem, doncs, un cub
al qual hem buidat, del centre, un cub totalment intern.
Sembla que compleix la definicié de poliedre anterior, pero
la férmula (1) és falsa, perque consta de 12 cares, 24 arestes
i 16 vertexs.

Podem fer dues coses. Definir poliedre com aquell
solid limitat per plans que compleix (1), o bé classificar les
superficies de 'espai d’acord amb el nombre

x = CARES + VERTEXS — ARESTES. (2)

En el segon cas, tindriem poliedres de caracteristica d’Eu-
ler-Poincaré x.

Aquesta és lopcié que, a finals del segle XIX, va
prendre Henri Poincaré (1854-1912) i, en fer-ho, va fixar un
concepte nou: 'invariant topoldgic [56]. De fet, dos polie-
dres que tenen caracteristica d’Euler-Poincaré diferent son,
topologicament considerats, objectes diferents [Vegeu [69]] .
Amb aquesta manera d’entendre i classificar els solids de
I’espai, tots els poliedres regulars —i molts d’altres— sén
el mateix objecte topologic.

S’obre un moén nou. Segons que prenguem una ac-
titud o una altra, el concepte de veritat sera ben diferent.
Tot depen de com entenem la cosa —el poliedre— i de si
volem adequar-hi 'expressi6 (1) o la (2), molt més oberta

HVegeu [44]. Aquesta obra és postuma. Malgrat que és la seva
tesi doctoral, presentada a Cambridge en 1961, fou editada dos anys
després de la mort d’Imre Lakatos.
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i rica. Es la nostra capacitat creadora la que ha de decidir-
ho.1?

Ens trobem amb la idea que defensa Richard Dede-
kind (1831-1916), segons la qual el progrés de la matema-
tica depen de la creacid d’objectes nous i de nocions noves.
Aquestes extensions de les definicions tenen la peculiaritat
que

no deixen lloc per a 'arbitri, sind que se segueixen,
amb una necessitat absoluta, de les previament lim-
itades quan se’ls aplica el principi fonamental segons
el qual s’han de considerar valides en general les
lleis que resulten de les definicions inicials i sén
caracteristiques dels conceptes determinats per a-
questes [[20], 430].

§2. Alfred Tarski [1936]: La ve-
ritat 1 el model

La matematica s’expressa mitjancant un llenguatge formal
en el qual elabora expressions —simples tirallongues de
signes— d’acord amb unes regles de formaci6é ben precises.
Aleshores es planteja la qiiestio:

Té sentit preguntar-se per la validesa
d’una expressié formal?

Imaginem, per simplificar, que I'expressié formal és
o= ‘v’x(P(z) — Q(I)), (3)

1230bre la capacitat creadora dels matematics, vegeu [5], capitol 1.
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on P(z) i Q(z) sén predicats de la variable z. Es certa o
falsa?

Per poder respondre, cal establir una corresponden-
cia que doti de contingut semantic 'expressié formal an-
terior. Pero aixo cal fer-ho d’'una manera clara i precisa,
tal com establi Alfred Tarski 'any 1936.1 De fet, abreu-
jant, diu que cal un domin:i on poder “llegir”, d’acord amb
unes regles precises d’interpretacié, les nostres expressions
formals. Es a dir, hem de fixar un criteri d’interpretacio.

Imaginem que les variables x recorren el domini €2,
format per totes les persones vives. Suposem ara que P(x)
I'interpretem “z és una persona casada” i-Q(x) per “z té
I'ofici de matematic”. Aleshores, 'expressié (3) s’inter-
preta:

Tota pesona casada té 'ofici de mate-
matic
que és clarament falsa.

En canvi, si imaginem que les variables x recorren
el domini §2, format pels nombres naturals, i P(x) Uinter-
pretem “z és miultiple de 4”7 i Q(z), per “z és miltiple de
27, resulta que l'expressié (3) s’interpreta :

Tot nombre natural que és multiple de 4
també és multiple de 2
que és clarament vertadera.

Quan succeeix aixo darrer, diem que el domini €2 és
un model de la senténcia anterior.**

13Vegeu [62]. Un article divulgatiu, perd molt clar, és [63]. A [64]
hi trobem un text encara més planer.

14G’expressa breument Q = o i es llegeix “Q és un model de la
sentencia o”.
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Pero el predicat (3) és, en ambdds casos, el mateix.
No és ni vertader ni fals. La seva veritat o falsedat depen
de la semantica que li atribuim. Ara bé, la semantica és
multiple. Com havien intuit Frege i Wittgenstein, la sen-
tencia és funcional. Fa correspondre un valor de veritat —o
de falsedat— a cada una de les interpretacions possibles €2
que hi atribuim.

Cal fer, pero, dues remarques. La primera estableix
que hi ha sentencies que sén valides per a qualsevol inter-
pretacid, com ara les sentencies

Vz(P(z) — P(z)), 3z(P(z)V -P(z)).

Segons Wittgenstein, “no sén imatges de la realitat. No
exposen cap situacié possible” [[71], 4.462}.

La segona, en canvi, posa de manifest la importancia
dels quantificadoros Yz —“per a tot ”— i dz — “existeix
un z tal que”. Si una expressiéo no els conté de mane-
ra que afectin les variables que intervenen —és a dir, si
una expressiéo no és una senténcia— pot océrrer que la
interpretacié es compliqui. En altres paraules, fixat un
domini, hi ha ambigiiitat, perque, en general, no determina,
per si sol, el valor de veritat de la senténcia. En el nostre
exemple, si treiem el Vz, tenim només

P(z) — Q(x). (4)
Ara bé, en la primera interpretacié que feiem, si agafem
com a valor de z una persona casada [0 no] amb 'ofici de
matematic, és certa; pero si, com a valor de la variable z,

n’agafem una de casada que no tingui l'ofici de matematic,
és falsa.

Es per tal d’evitar aquesta mena de dificultats que
els matematics utilitzem sempre sentencies; és a dir, ex-
pressions tancades per quantificacié. Aquestes tenen la
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propietat que, en un domini ), una senteéncia sempre té
un valor de veritat —vertader o fals— ben determinat, que
mai no és ambigu. A més, la seva negaci6 té el valor de
veritat oposat.!®

83. David Hilbert [1925]: La
veritat 1 la consistencia

Segons David Hilbert (1862-1943), la veritat de les propo-
sicions matematiques s’aconsegueix d’una forma molt di-
ferent de l'anterior. Per poder establir que és veritat en
una branca de la matematica —la geometria euclidiana,
per exemple— cal fixar:

1) unes proposicions formals que acceptem com a ver-
taderes —els axiomes de la teoria—, i

2) unes regles de deduccié molt clares, que permetin
passar de certes expressions a d’altres de forma pre-
cisa.

Les regles de deduccié les estableix la logica matematica
i sén el reflex de les normes de raonament que socialment
hem acceptat com a valides. Aquesta és, en sintesi, la
filosofia de la matematica que desenvolupa Hilbert a par-
tir dels anys vint, pero que ja li havia servit per elaborar
els Grundlangen der Geometrie (1899). De fet, salvant la
distancia temporal, s’inspira en la manera de fer d’Euclides
(111 aC) als Elements (Stouyewa) [[23], 702-704). La difi-
cultat rau en la tria dels axiomes.

15Per una analisi més aprofundida del concepte tarskia de veritat,
vegeu [29].
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Aleshores, segons David Hilbert, seran vertaderes les
senténcies que s’hagin deduit correctament dels axiomes.!®
Sén els teoremes de la teoria matematica i depenen, obvia-
ment, de l'eleccié dels axiomes.!” Cal, perd, que el sistema
formal deductiu sigui consistent o bé, dit en altres paraules,
que estigui lliure de contradiccions. Es a dir, cal que, en
aquest, sigui impossible demostrar una sentencia i alhora
la seva negacié.

Precisem-ho amb un exemple senzill: el joc d’es-
cacs.”® Hi tenim un axioma unic: la posicié de les fitxes
a U'inici del joc, que pot ser perfectament una posicié ar-
bitraria, sempre que sigui correcta. Les lleis amb que pas-
sem d’una posicié a la segiient soén les lleis del joc. Poden
donar-se tres finals: que el jugador que té les fitxes blanques
guanyi, que perdi —seria la situacié oposada o negacié—,
o que hi hagi taules.

18

Segons Hilbert, un sistema deductiu matematic és
molt semblant al joc d’escacs en el sentit que els objectes

16«Una demostracié que no és rigorosa no és res. No crec que
ningi posi en qliestié aquesta veritat. Pero, si la prenem al peu de
la lletra, haurem de concloure que, abans de 1820, per exemple, no
hi havia matematiques, i aix0o és clarament excessiu. Els gedmetres
d’aquella epoca entenien voluntariament el que expliquem amb un
discurs prolix [...]” [[57], 374].

De fet, totes les demostracions sén sempre incompletes. Vegeu [19],
edicié castellana de 1989, 51.

1"Els axiomes fixen els lligams entre els objectes —simbols— total-
ment indefinits, a banda dels axiomes. Es el formalisme de Hilbert
que, com s’ha repetit tantes vegades, ell va expressar, referint-se als
axiomes de la geometria, dient: “en lloc de punts, rectes, plans, en
qualsevol moment s’hauria de poder parlar de taules, cadires, i gerres
de cervesa” [[9], 403].

18F] simil no és del tot correcte. Al joc dels escacs, hi juguen dos
jugadors enfrontats. En canvi, quan es demostra un teorema mate-
matic només hi ha un jugador. Es com fer un solitari. Perd I'exemple
serveix per al que vull exposar.
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que intervenen en els axiomes no tenen altre sentit que el
relacional que imposen els axiomes.!®

Sorgeix una pregunta:

La veritat en el sentit de Tarski —la veritat se-
mantica— 1 la veritat en el sentit de Hilbert

19Com a exemple, considerem dos conjunts, no buits, K i £, tals
que els objectes p del conjunt K poden pertanyer o no als objectes
£ del conjunt L. [Es a dir, pot succeir que p € £ o que p ¢ £.] Ara
imposo els axiomes segiients:

Axiomes.
1. Dos objectes arbitraris de K pertanyen sempre a un Unic objecte
de L.
2. Cap objecte de K esta en més de dos objectes de L.
3. No hi ha cap objecte de £ que contingui tots els objectes de K.
4. Dos objectes arbitraris de £ contenen sempre, en comi, un tnic
objecte

de L.
5. Cap objecte de £ conté més de dos objectes de K.

Teorema. El conjunt K té tres objectes i només tres.
En efecte, per demostrar-lo, haurem de jugar la partida d’escacs
segiient, a la qual no estem acostumats.

a) No hi pot haver un sol objecte en el conjunt K, perque
aleshores, per l'axioma 1, hauria de pertanyer a un objecte de
L [caldria considerar-lo repetit, atés que 'axioma 1 no imposa
pas que els dos objectes de £ hagin de ser diferents]. Aleshores
hi hauria un objecte de £ que tindria tots els objectes de K,
en contra de 'axioma 3. Aix0 no pot ser.

b) Suposem, doncs, que el conjunt X només tingués dos objectes.
Repetim el mateix raonament i veiem que no pot ser.

¢) Suposem que en tingués més de tres. Aleshores, com a minim,
tindria quatre objectes diferents pi, p2, p3, p4. Per 'axioma 1,
hi ha un objecte de £,f; 5 que conté p; i py, i un objecte de
L, 434 que conté ps i ps. Els objectes £ o i £3 4 son diferents,
per 'axioma 5. Per tant, per 'axioma 4, contenen un objecte
en comu. Aleshores, tant si I’objecte és un dels p1, p2, p3, 1 pa,
com si és diferent d’ells, hi haura un objecte de £ que tindra
tres objectes de K, en contra de I'axioma 5.
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—Ila weritat sintactica—, tenen res a veure?

La resposta la va donar, 'any 1930, el logic vienes
Kurt Godel (1906-1978) a la seva tesi doctoral. Es el teo-
rema de completesa, i diu [[30], 20]:

Part facil. Tots els teoremes T(A) d’una teo-
ria matematica axiomatitzable sén valids en tots
els models €2 dels axiomes A de la teoria.

Part dificil. I, reciprocament, totes les sen-
tencies V(A) que sén valides en tots els models
Q2 dels axiomes A es poden deduir formalment
d’aquests.

Esa dir, les dues maneres d’establir la veritat coincideixen.
Breument, T(A) = V(A), on A designa el conjunt dels
axiomes de la teoria formal T'(A).

Ens podriem preguntar si té alguna mena de sentit aquest joc.
Només cal que pensem que els objectes de £ sén rectes i els de K
punts. Aleshores £ = {¢1,05,43} sén els tres costats d’un triangle, i
K = {p1,p2,p3} en sén els vertexs. Hem axiomatitzat el fet “ser un
triangle”. El nostre sistema d’axiomes té un model i, de retruc, és
consistent.
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4. Kurt Godel [1931]: La veri-
tat 1 la incompletesa

La qiestié ara és la segiient: en una posicié platonica
molt discutible,?® suposem que els universos matematics
—/I’univers de la geometria euclidiana plana, I'univers dels
nombres naturals amb el pas al segiient, la suma i el pro-
ducte, etc.— existeixen i, per tant, els seus objectes com-
pleixen certes relacions —“per dos punts passa una recta
i una de sola”, “la suma dels nombres naturals és commu-
tativa”, etc. Suposem ara que, fixat un univers matematic
concret precis, volem trobar un sistema axiomatic formal
que permeti deduir “tot allo que és veritat en aquest uni-
vers matematic fixat per endavant”. David Hilbert creia
que, per a cada branca de la matematica, sempre existeix
aquest sistema axiomatic. Es el que hom coneix com el
programa de Hilbert.

Es a dir, si anomenem V() el conjunt de totes les
sentencies d'un cert llenguatge formal que sén valides en
el domini Q i T'(A) el conjunt de totes les sentencies que,
en el mateix llenguatge formal, sén deduibles dels axiomes
del conjunt A, la pregunta és:

Donat un llenguatge formal i un domini concret
(), existeix una axiomatica A tal que T'(A) =

V(Q)?*

20De fet, els universos matematics solament existeixen en el si d’una
teoria formal que és la teoria de conjunts. Vegeu [53].

2L Ara, a diferéncia d’abans, no recorrem pas a tots els models pos-
sibles dels axiomes. Ara partim d’un domini Q concret i singular.
Es la diferéncia basica entre el teorema de completesa i el d’incom-
pletesa.
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La resposta que dona Kurt Godel, un any després
del teorema de completesa, és negativa. Es el que es co-
neix amb el nom de primer teorema d’incompletesa. Diu:

Teorema. En tot sistema axiomatic en el qual
es puguin identificar els axiomes —i que contin-
gui l'aritmetica de Peano— sempre hi ha una
sentencia o tal que ni aquesta ni la seva negacio
-0 no sén demostrables.??

De fet, ningi no guanya. Hi ha taules. Ara bé, com ja hem
dit abans, en tot domini, ¢ és una senteéncia valida o ho és
la seva negacié —o. Es a dir, una de les dues senténcies —o
o —o— és vertadera en el domini €, perd cap d’ambdues
no és demostrable. Per tant, és impossible axiomatitzar
raonablement tota la veritat que hi ha en un univers ma-
tematic.

Pero el teorema de Godel demostrava una qiiestié
encara més enrevessada. Si usem un sistema axiomatic
formal, cal que ens assegurem que és consistent. Es la
condicié irrenunciable de Hilbert. Es a dir, cal que, abans
d’usar-lo, ens assegurem que no portara a contradiccid, i
cal que ho fem per mitja de raonaments logics o mate-
matics que, per a un matematic, sén els unics que tenen
prou garanties. Doncs bé, el treball de Godel de 'any 1931
mostra, com a corol-lari, que és impossible demostrar, amb

22En la resposta al magnific discurs d’ingrés de 'Excm. Sr. Angel
Cardama Aznar, 'Excm. Sr. Eugenio Ofate Ibéfiez de Navarra fa
una lectura molt amplia de les conseqiiencies del teorema d’incom-
pletesa de Godel quan 'apliquem al sistema format pels tres vertexs
del triangle magic: dades, prediccid, decisié, lligats per la ret més
avancada de comunicacions. Diu que aquelles: “Nos recuerdan que,
pese a lo sofisticado que puede llegar a ser dicho sistema, siempre
existiran cuestiones sobre las que no podremos tomar decisiones, a
menos que aportemos criterios externos al sistema” [[14], 179].
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les eines de la matematica, la consisténcia dels sistemes a-
xiomatics [[31], 58 i 87]. Aquest resultat es coneix amb el
nom de segon teorema d’incompletesa.?

Aix0 no obstant, hi ha un altre cami per saber si
una teoria axiomatica és consistent —és a dir, vertadera.
N’hi ha prou que els axiomes tinguin un model. Pero,

com podem saber si un conjunt () satisfa les
propietats que fixen els axiomes de la teoria
quan els llegim en el conjunt 27

Hem de recorrer

al paradis del qual ja ningi no traura mai la mate-
24

matica
com deia Hilbert, referint-se a la teoria axiomatica de con-
junts, introduida per Georg Cantor (1845-1918) durant el
darrer quart del segle XiX.

23La seva demostracié és realment dificil.

Aquest resultat va fer expressar a Hermann Weyl (1885-1955):
“Déu existeix perqué les matematiques sén indubtablement consis-
tents, i el dimoni existeix perqué no ho podem demostrar” [[41],
edicié castellana de 1985, 315].

24Vegeu [36], edicié castellana de 1953, 275. La traduccié és molt
dolenta. El text angles de [35], 375-376, diu: “Volem investigar
amb atencié els camins que permeten elaborar conceptes i raona-
ments fructifers; volem tenir-ne cura, donar-los suport i fer-los mane-
jables, sempre que presentin una promesa de progrés. Ningt no podra
expulsar-nos del paradis que Cantor ha creat per a nosaltres”.
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85. Bertrand Russell [1902]: La
veritat 1 la paradoxa

Amb Cantor apareixen els conjunts. I tot seguit sorgeix
una pregunta nova:

Que és un conjunt?

La definici6 de conjunt establerta per Cantor, data de 'any
1895 [[12], 207]. Es realment molt simple. Diu:

Definicié. Per conjunt (Menge) entenc qualsevol
col-leccié entesa com un tot M d’objectes de la nos-
tra intuicié o del nostre pensament, definits i distin-
gibles. Aquests objectes s’anomenen els elements
del conjunt.

Tanmateix, com moltes de les definicions dels con-
ceptes basics, és poc aclaridora, sobretot quan la col-leccié
d’objectes és infinit. Recordem que, d’acord amb 'opinié
que sosté Aristotil (384-322 aC) a la Fisica, I'infinit actual
no és acceptable en el mén de la matematica. Textualment
llegim:

[Amb tots aquests arguments] queda demostrat que
no hi ha cap cos infinit en acte.?

Aixo fa, Obviament, que no puguem acceptar els con-
junts infinits com una totalitat, tant si els objectes que el

2571], llibre 111, capitol v, edicié castellana de 1995, 202.

Es curiés observar que Euclides quan ha d’establir 'anomenat
postulat de les paral-leles evita anar a I'infinit imposant les condicions
que han de satisfer dues rectes per poder afirmar que es tallen [[23],
703].
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formen sén fruit de la nostra intuicié com si ho sén del
nostre pensament i, molt menys encara, si sén objectes del
mén real, sigui quin sigui el sentit que atribuim a aquesta
expressio.

Cal esperar fins a Immanuel Kant (1724-1804) que,
ala Critica al judict [[38], §26], diu:

[...] La ment atén ara la veu de la rad, la qual, per a
totes les magnituds donades [...] requereix la tota-
litat [...] sense excloure ni tan sols el requeriment
a l'infinit, siné que, al contrari, fa inevitable que
considerem aquest infinit [. .. ] com totalment donat
(és a dir, com quelcom donat en la seva totalitat).

No obstant 'opinié dels filosofs, els matematics no
havien renunciat mai a usar conjunts infinits.?® I és pre-
cisament aquesta practica matematica la que posa de ma-
nifest, almenys des del segle XViI, que hi ha dues maneres
d’entendre un conjunt: per extensid i per intensio. Enu-
merant tots el seus elements (per extensié), o bé donant
una propietat que els caracteritzi (per intensié).

Es clar que la primera d’aquestes maneres és forca
inutil quan el conjunt que es vol definir és infinit —o adhuc
massa gran— perque ’enumeracio dels objectes del conjunt
esdevé practicament impossible. Aquest fet porta a haver
de recérrer a la definicié intensional del conjunt. Aquest és
el cami que va adoptar Frege [[27], §68] en el seu intent de
fonamentar la matematica sobre la logica —amb ’'anome-
nat programa logiscista. De fet, era la técnica més usada
pels matematics de I'eépoca.

26 Aquesta afirmacié caldria matisar-la molt. Recordem que Gauss
s’oposava a I'ts dels infinits acabats: “M’oposo a I’is d’una quantitat
acabada. Aixd mai no estad permeés en matematiques. L’infinit només
és una manera de parlar, segons la qual els matematics podem parlar
amb propietat de limits” [[17], 120].
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La idea de definir un conjunt intensionalment és sim-
ple i totalment intuitiva. Definir un conjunt equival a donar
una propietat que sigui satisfeta per tots i cada un dels e-
lements del conjunt que volem definir i només per aquests.
Per exemple, si volem definir el conjunt

I1:=4{2,3,5,7,11,13,17,19,23, 31, 37,41,43,47, ... },

que és totalment impossible donar extensionalment, podem
dir simplement

IT és el conjunt de tots els nombres primers.

La propietat P(z) := “z és primer” permet definir el con-
junt II dels nombres primers, intensionalment per mitja de

I={zeN:P(z)}

Pero, 'any 1902, Bertrand Russell va posar de ma-
nifest que aquesta manera d’entendre un conjunt porta a
paradoxa.?” Es la famosa paradoza de Russell.?® En aques-
ta Russell demana si la propietat conjuntista segiient:

els conjunts que no es tenen a si mateixos com a
elements,?”

defineix un conjunt.

2TEl lector interessat a veure la diferéncia que hi ha entre una
paradoxa semantica 1 una paradoxa ldogica pot consultar [51].

2860] reprodueix la famosa carta de Russell a Frege.

PSuposem que la propietat P(z) : “z és un conjunt i z ¢ 2"
defineix un conjunt R. Aleshores qué passa? R € R? Nol, perque
aleshores, si és un conjunt, haura de complir la part del predicat que
defineix els elements de R, que és R ¢ R. Per tant, necessariament
R ¢ R. Perd aixo tampoc no és possible, perqueé si R és un conjunt
resulta que R satisfa la propietat P(z) i, per tant, R € R. Impossible!
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Es precisament la paradoxa que el mateix Russell va
fer popular considerant una biblioteca en la qual s’elabora
un index que indexa tots, i solament, els indexos que no
s'indexen a si mateixos. La qliesti6 és:

L’index que estem elaborant s’indexara a si ma-
teix?30

No podem limitar-nos, doncs, a la intuicié de la
nocié de conjunt. Cal recérrer a ’axiomatitzacio en la linia
de Hilbert. Aixi és com, a partir de comengaments del segle
XX, sorgeix la teoria ariomatica de conjunts, coneguda ac-
tualment amb el nom de teoria de conjunts Zermelo-Fraen-
kel i abreujada ZF. Aquesta teoria és el fruit de les re-
cerques i aportacions d’Erns Zermelo (1871-1953), Thoralf
Skolem (1887-1963), i Abraham Fraenkel (1891-1965).

Ara bé, en convertir-se en una teoria axiomatica
més, presenta les mateixes dificultats —o, si ho prefereixen,
limitacions— que la resta de sistemes axiomatics, aquelles
que havia provat Godel I'any 1931.

Ens trobem, doncs, que la matematica és, com deia,
Hermann Weyl (1885-1955):

un fdol d’or que té els peus de fang.3!

30Per aprofundir, de forma divulgativa, 'infinit, vegeu [3], i [52].

31Vegeu [41], edicié castellana de 1985, 381, o bé [18], edicié caste-
llana de 2000, 118.

Félix Klein (1849-1925) diu: “De fet, les matematiques no han
crescut com un arbre que s’aixeca damunt d’arrels finissimes i creix
simplement cap amunt, siné que, al contrari, enfonsa les arrels cada
cop més endins al mateix temps i a la mateixa velocitat que les seves
branques i fulles s’estenen cap amunt [...] Veiem, doncs, que, pel que
fa a la investigacié sobre els fonaments de les matematiques, no hi ha
cap final i alhora, d’altra banda, no hi ha cap comeng¢ament” [[40],
edicié castellana de 1927, 14}.
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I la qiiestié que es planteja és realment seriosa. No
hi ha cap manera de saber si la teoria axiomatica de con-
junts és consistent. No és possible fer-ho des de fora de
la teoria —des d’una altra teoria axiomatica— perque no
tenim cap manera de saber si aquesta teoria ho és, de con-
sistent. Pero tampoc no ho podem fer usant un model de
la teoria, perque aleshores ho estariem fent dins la teoria
axiomatica de conjunts i aixo contradiu el segon teorema
d’incompletesa de Godel.

Es per aquesta rad que el grup frances Nicolas Bour-
baki, al final de la Introduccio del volum dedicat a la teo-
ria de conjunts, fa el segiient acte de fe en el valor de la
matematica, un acte de fe que accepta tot matematic pro-
fessional en el seu quefer quotidia. Diu:

Creiem que la matematica esta destinada a sobre-
viure, i que mai no veurem ensorrar-se les parts
essencials d’aquest edifici majestuds amb 'aparicié
d’una contradiccié. Pero aquesta afirmacié no es
basa en cap altre fet que l'experiéncia. Aixd no és
gaire, dira més d'un. Pero heus aqui més de vint-
i-cinc segles durant els quals els matematics s’han
acostumat a corregir els seus errors i a veure la seva
ciéncia cada cop més enriquida, i mai empobrida.
Aixo els permet de mirar el futur amb serenitat

(10}, 13].
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86. Paul J. Cohen [1963]. La

veritat i la independencia

Sorgeix ara una de les dificultats més greus en el sistema
de fonamentacid de la veritat matematica.

Que és el que permet fer una tria d’axiomes o
una altra?

Hi ha cap criteri diferent del de la seva con-
sistencia que, com hem vist, no és possible es-
tablir?

La veritat matematica és fruit de la intuici6
dels genis de la matematica?

D’acord amb el primer teorema d’incompletesa de Godel,
tot sistema axiomatic formal deixa fora dels seus teoremes
almenys una senteéncia o i alhora la seva negacié —o.

Per que no fem que la nostra teoria sigui més
potent afegint una de les dues senténcies?

Hi ha alguna manera de saber quina de les
dues —o 0 —0— és més acceptable, més idonia
per al quefer matematic?

N’hi ha una per a la qual, en afegir-la, per-
dem la consistencia del sistema formal, en cas
que aquest, abans d’afegir-la, fos consistent?

La resposta, vertaderament sorprenent i sobre la
qual tornarem en el paragraf segiient, la dona ’any 1963 el
matematic-nordamerica Paul Cohen (1934-) quan va acon-
seguir demostrar el teorema segiient:3?

32 Aquest resultat, que podem trobar a [15], és técnicament molt
dificil.
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Si la teoria axiomatica de conjunts ZF és consis-
tent, aleshores les dues teories axiomatiques noves,

ZF+0 i ZF + -0,

en que o és la sentencia que afirma que els ma-
tematics poden fer eleccions infinites, sén també
consistents totes dues.

Es a dir, la consisténcia preconitzada per Hilbert no permet
aclarir que és el que hem de fer. No doéna cap indicacié
sobre quina de les dues senténcies és més vertadera. Les
dues —una i la seva negacié— sén igualment vertaderes.
Realment sorprenent!

Per comprendre-ho una mica millor, introduirem el
joc conjuntista segiient:

Agafem un conjunt A (numerable) de nombres reals
estrictament compresos entre 0 i 1. Per exemple, el conjunt

A= {0'1,0001,00001,0'0001, . ..,0'00-"" 01, ... }.3%

El jugador 1 tria la xifra 0 o 1. Imaginem que tria 1I'1.
Aleshores tenim el nombre 0'1. Aleshores el jugador II tria
la xifra 0 o 1. Suposem que tria la xifra 0. Aleshores
tenim el nombre 0'10. Ara torna a comencar el jugador
I. L’objectiu del jugador 1 és aconseguir que el nombre
infinit que s’aconsegueixi sigui del conjunt donat A. En
canvi, 'objectiu del jugador II és que el nombre no sigui
del conjunt A.

En l'exemple de joc J4 que proposem, el jugador II
té sempre una estrategia de joc.*

3El conjunt A és el conjunt {3,%,%, %, .., 5, }, perd havent

expressat els nombres reals —217 en forma decimal en base dos, tal com
fan els ordinadors.

34Només cal que, a la primera jugada, jugui un 1, i després un 1
una vegada de cada dos, i un 0 una vegada de cada dos.
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Definicié. Donat un conjunt arbitrari (nume-
rable) X C (0,1), direm que el joc Jx esta
determinat, si un dels dos jugadors té sempre
una estrategia guanyadora, si ambdds jugadors
juguen amb tota la intel-ligencia possible i, per
tant, no cometen cap error.

La qiiesti6 és:

Per a cada conjunt (numerable) X C (0,1), el
joc Jx corresponent esta sempre determinat?

La pregunta és clara i senzilla. Doncs bé, la resposta sera
la que nosaltres vulguem. Si volem que, per a cada conjunt
X C (0,1), el joc Jx sigui determinat, triarem una certa
teoria axiomatica de conjunts ZF + o. Pero si, al contrari,
volem que hi hagi un conjunt X C (0, 1) tal que el joc Jx
associat no sigui determinat, haurem d’elegir la teoria a-
xiomatica de conjunts ZF + —o, igualment consistent que
la primera.

Val a dir que, en la teoria de conjunts que actual-
ment fem servir els matematics —és a dir, la teoria de con-
junts
Z¥+ V'axzioma de [’eleccioc—, hi ha jocs que no sén de-
terminats. Es a dir, hi ha certs conjunts X amb els quals,
per intel-ligent que sigui la manera de jugar dels jugadors,
sempre s’arriba a taules. Aixo és degut al fet que ambdds
poden fer tries infinites.3?

35Fer una tria infinita és realment dificil si tenim en compte que,
malgrat tot, el llenguatge matematic, formal o no, només permet fer
frases finites. Seguint I’exemple didactic de Russell, imaginem que
disposem d’una infinitat de parelles de guants i volem fer una tria
que elegeixi, de cada parella de guants, un guant ben determinat. Hi
ha tries ben facils: “Tots els guants de la ma dreta”, “Un guant de
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§7. Bernhard Riemann [1854]:
La veritat 1 el paradigma
matematic

Sembla que hem tancat el cercle pero ho hem fet amb una
mena de cercle vicids que no té sortida. Hem de recérrer a
I’axiomatica si volem coneixer la veritat matematica, pero
no podem demostrar-ne la consistencia i, a més, 'axio-
matica és indecidible.

Qui té aleshores el dret de decidir que és veritat
i que és fals?

Euclides ho va fer, al segle 111 aC, quan va establir els
cinc postulats de la geometria. Va fixar que calia entendre
per geometria.?® I, en fer-ho, Euclides va triar la més ideal
de les geometries possibles que podia haver triat. Va decidir
que, en la geometria [[23] 7 04}:

3

la ma dreta i un de la ma esquerra”, etc. Imaginem ara la situacié
analoga 1 alhora diferent que ofereix una col-leccié infinita de parelles
de mitjons. Els mitjons del peu dret i del peu esquerra no sén distin-
gibles. Aix0 fa que hagim de fer una tria del tipus: “D’aquest parell
agafem aquest, d’aquest altre, aquest, etcetera”. Es una frase infinita
i, per tant, no és valida. Doncs bé, azioma de leleccié [AC| de la
teoria de conjunts estableix que,

Donada una col-leccié infinita de conjunts, no buits,
sempre és possible fer una tria que elegeixi un objecte
de cada un dels conjunts de la col-leccié i aleshores els
objectes triats formen un conjunt.

36Molts segles més tard, Georg Cantor, juntament amb Erns Zer-
melo, Thoralf Skolem, Abraham Frankel, i Jonh von Neumann (1903-
1957), va decidir que calia entendre com a teoria de conjunts.
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P;. Dos punts determinen una recta tinica —el seg-
ment rectilini— que els uneix.

P3.  Dos punts determinen una circumferéncia que té

, un punt com a centre i passa per l'altre.

P,. Tots els angles rectes sén iguals.

Pero estableix molt més. Les rectes han de ser:

a) il-limitades,® en el sentit potencial aristotélic —és a
dir, sempre es poden estirar més i més.
b) lliures de torsid,*® i
c) infinites en longitud.®
També va decidir que, en la geometria,
d) hi ha uniformitat.®°

Finalment, va prendre la darrera decisio:
P;. El postulat de les paral-leles [[23], 704]:

Per un punt exterior a una recta podem fer-hi pas-
sar una paral-lela i una de sola.4!

De tot aixd, en dedueix el teorema segiient [[23], 724]:

Teorema. La suma dels angles d’un triangle és
igual a dos angles rectes, on un triangle és una

37El postulat Py diu: “tota recta es pot perllongar d’una recta”
[[23], 704].

38 Altrament el teorema 16 del llibre 1 [[23], 715] seria fals o, si més
no, seria falsa la demostracié que en fa.

39 Altrament, totes les demostracions que depenen de I'arquimedia-
nitat no valdrien. L’arquimedianitat diu que, donats dos segments
rectilinis, repetint-ne un un nombre finit de vegades convenient, prou
gran, sempre superara l'altre [[23], 861].

40Sj una recta o una figura es mou no es deforma.

41De fet, aquest enunciat és de John Playfair (1748-1819), perque
Euclides, per tal de respectar la prohibicié de l'infinit actual, estableix
en quines condicions podem saber que dues rectes s’han de tallar.
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figura formada per linees rectes que es tallen de
dues en dues.

Aquest teorema és equivalent al postulat de les paral-leles.

Val a dir que, durant molts segles, ningd no qiies-
tionaria que la geometria dels matematics era precisament
la geometria que havia postulat Euclides. Tampoc ningi
no pensaria que n’hi pogués haver cap altra, de geometria
possible. Es qliestionava, aixo si, el fet que el cinqué pos-
tulat —els postulat de les paral-leles— sigui intuitiu i, per
tant, que pugui ser admes com un postulat. D’acord amb
el mestratge dels filosofs grecs, 'inic que justifica un pos-
tulat és que la seva veritat és tan palesa, clara, intuitiva i
incontrovertible que no en podem dubtar. Aquest requisit
no es déna pas, en absolut, en el postulat de les paral-leles,
perque necessita el concepte d’infinit que, d’intuitiu, no en
té res. Perd no es qiiestionava, per a res, la seva validesa.
Calia demostrar-lo a partir dels postulats que, com deiem,
havien de ser enunciats geometrics intuitius pel que fa a la
validesa.

Es clar que Euclides podia haver triat la geome-
tria del cel, molt coneguda pels astronoms que 'havien
precedit. També podia haver descrit, amb els seus postu-
lats, la geometria del pati de casa seva, en la qual fallaria
obviament el postulat de les paral-leles.

Que li donava dret a pensar que la geometria
era quelcom tan teoric, tan allunyat de la re-
alitat, i alhora tan allunyat dels ensenyaments
finitistes d’Aristotil?

La resposta no és gens facil. La més assenyada és la que
sosté que va descriure la geometria, molt uniforme, dels ens
ideals de la matematica platonica, és a dir, la geometria
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de ’Academia de Platé (428-347 aC) i, molt més facil de
descriure que les altres geometries possibles, precisament
perque la geometria ideal estd molt més allunyada de la
realitat quotidiana o fisica.

En el si de la geometria euclidiana, Menelao d’Ale-
xandria (1 dC), a U'Esférica, establiria els resultats més
importants de la trigonometria esférica, una eina indispen-
sable per poder entendre el comportament dels planetes
i dels estels. El llibre 1 s’acaba demostrant que, en un
triangle esferic —és a dir, en un triangle fet per tres cercles
maxims de U'esfera— la suma dels angles és més gran que
dos angles rectes [[34], 401]. Es a dir, un triangle esferic no
és un triangle propi de la geometria euclidiana, i els cercles
maxims de ’esfera que el descriuen no sén pas rectes de la
geometria euclidiana.

Hem de dir que, en l'obra d’Euclides, malgrat la
definicié 4 del llibre 1 [[23], 702] que diu:

Una linia recta és aquella que jau per igual damunt
dels seus punts,*?

ningl no sap que és una linia recta. Aquesta anomalia seria
resolta per Arquimedes (287-212 aC) que, a De l’esfera i
el cilindre, estableix un principi —un postulat— que diu
[[2], 26]:
La linia recta és la més curta de totes les linies que
tenen els mateixos extrems.*®

Amb aquesta definicié de linia recta, Arquimedes

42Pensem que aquesta definicié la podem acceptar en qualsevol
corba que tingui curvatura constant. Es a dir, una circumferéncia
també és una corba que jau per igual damunt dels seus punts.

43Manté el fet que una linia recta és un segment de corba limitat
per dos extrems.
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introdueix el concepte de distancia, de meétrica, com dirfem
actualment.**

De fet, d’aquesta manera s’introdueix la llavor del
que, molts segles més tard, I’any 1854, Bernhard Riemann
(1826-1866) considerara com a fonamental per establir la
geometria d’una varietat geometrica. Per dir-ho facilment,
tot simplificant al maxim,

la geometria depén precisament de les propie-
tats que tenen les seves linies geodesiques, o
linies de distancia minima.*®

En el cas de l'esfera, les linies de distancia minima sobre
la superficie de D’esfera son els cercles maxims que hem
agafat abans. Per tant, els triangles de la geometria de
I'esfera sén els triangles esferics que ja havia trobat i es-
tudiat Menelao. Saber quines sén les linies de distancia
minima del pati de casa és forga més dificil. Cal que, a
mesura que ens apropem a la vora del pati —que hem de
considerar un conjunt obert per tal que les rectes sempre
es puguin perllongar— la distancia es faci infinita. Pensem

44De fet, en la geometria euclidiana, la distancia entre dos punts ve
donada pel teorema de Pitagoras, aplicat a les diferencies de les coor-
denades dels punts. Pero si la distancia la volem sobre una superficie,
aleshores hem de recérrer al calcul integral. Hem de considerar un el-
ement infinitesimal de la superficie que identifiquem amb un element
de pla. Aleshores ds, dzx, dy, i dz estan lligats també pel teorema de
Pitagoras: ds® = dz? + dy? + dz?. La qiiestié és:

No és possible que la distancia depengui també dels
productes dzdy,dydz, i dzdz i, a més, de factors que
mesurin la torsig?

Es a dir, no pot ser que
ds? = g11dx? + goody? + g33dz® + 2g10dxdy + 2go3dydz + 2g13dxdz?
45E] lector interessat en una presentacié divulgativa pot consultar
[42], [16], i [65].
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en 'horitzd que, a mesura que ens hi apropem, s’allunya.
Es a dir, podriem, en una aproximacié divulgativa, fer que
la distancia d’un punt a la paret vingués donada per ’ex-
pressié %, on z és la distancia del metre de mesurar de la

geometria euclidiana.

En tot cas, la geometria esta totalment vinculada a
la superficie —a I'objecte geomeétric— que estudiem. Ima-
ginem que, com Arquimedes moderns, mentre som a la
banyera, vulguéssim fer geometria, tot dibuixat linies rectes
a les parets de la banyera: unes serien rectes en el sentit
euclidia —les del terra—, unes altres estarien corbades cap
amunt, 1 unes altres cap avall. La qliestio és

Per que unes tenen dret a ser anomenades linies
rectes i les altres, no?

A més, en la geometria de la banyera, les rectes, quan es
mouen, es deformen.

Sense que vulgui entrar en profunditats massa peri-
lloses pels meus coneixements, voldria acabar dient que la
Teoria General de la Relativitat d’Albert Einstein (1879-
1955) estableix que, quan hi ha grans masses o energies, les
linies rectes de l'espai es corben. Imaginem la membrana
d’un timbal i suposem que, en el centre, hi col-loquem una
bola de plom molt pesada. La membrana es corbara. A
Pespai, doncs, passa el mateix que sobre la superfie de la
Terra: hi ha muntanyes i valls. Aixo no obstant, ningd no
nega que, globalment, la superficie de la Terra és esferica.

La pregunta que ens podem fer ara és:

Quina és la geometria global de I'Univers?
Es euclidiana?
Es esferica? Actualment se’n diu el-liptica.
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Es hiperbolica? Seria la geometria del pati
de casa, un cop ’haguéssim estructurat mate-
maticament de forma correcta com farien Eu-
genio Beltrami (1835-1900) i Felix Klein amb
el model de Klein-Beltrami.

La resposta, en tot cas, I’hem de buscar fora de la
matematica propiament dita, perque matematicament con-
siderades les tres geometries sén igualment valides: si una
és consistent, les altres dues també ho sén, ates que, en
cada una, podem fer un model de les altres dues. Hem de
recérrer a la realitat. La banyera no val perque, de fet, és
tan artificial com els resultats matematics.

Fa una mica més d’un segle, Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) es va preguntar com era I’Univers, quina ge-
ometria tenia. Va pensar que mesurant els angles d’un tri-
angle format per tres estrelles llunyanes ho podria aclarir.
El seu amic i astronom Friedrich Bessel (1784-1846) va
mesurar ’angle de paral-laxi de l'estrella 61 de la constel-la-
ci6 del Cigne. Nikolai Lobatchevski (1792-1856),%® en canvi,
va servir-se de les estrelles Eridano 29, Rigel i Sirius. Cap
d’aquests calculs, tanmateix, no fou concluent.

Recentment s’ha introduit un concepte nou, la den-
sitat de I’Univers: és la massa total de materia per unitat
de volum. Existeix un valor critic py = 4 x 107*"kgs/m?
que determina la geometria de 1'Univers.

Densitat Geometria Futur

> po Esferica Col-lapse

= po Euclidiana Expansié suau
< po Hiperbolica Expansi6 forta

com el pati de casa

46Fou amb Jénos Bolyai (1802-1860), perd indpendentment d’ell,
un dels pares de la geometria hiperbolica, 'existencia de la qual ja
havia estat intuida per Gauss.
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La massa computada fins ara és el 10% de py. La
conjectura és, per ara, que 1'Univers, globalment, té una
geometria hiperbolica [del tipus del pati de casa] i que s’esta
expandint.

No obstant aixo, 'aportacié del quefer matematic
obre constantment possibilitats multiples al concepte d’allo
que és vertader. Seguint les paraules de ’escola del Bour-
baki, solament aquesta tasca podra aclarir en cada moment
—i per a cada problema concret— quins sén els criteris de
veritat que cal fixar a través dels axiomes de la teoria formal
per tal de poder aconseguir veritats noves, sempre relatives
—com en el cas del joc que hem descrit al §6— del mén
immens i no tan exacte, pel que fa a la veritat, com és el
mon de la matematica.

I si creiem, com Galileo Galilei (1564-1642), que

La filosofia [la naturalesa] esta escrita en aquest
llibre enorme que tenim constantment davant els
ulls —em refereixo a I'univers—, pero sera del tot
impossible entendre-la, si abans no som capacos de
copsar el llenguatge i aprehendre els signes amb els
quals esta escrit. FEsta escrit en llenguatge mate-
matic. Els simbols sén triangles, cercles i d’altres
figures sense les quals és del tot impossible entendre
ni una sola paraula. Sense la seva comprensié ens
trobarem errants en un laberint obscur [[28], 1623,
edicié castellana de 1984, 61].

veiem que la veritat matematica és el fonament de molts
altres coneixements. Aixi ho posa de manifest Isaac New-
ton (1642-1727), 'any 1687, quan va decidir titular la seva
descripcié de l'univers precisament Philosophie Naturalis
Principia Mathematica.
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88. Luitzen Brouwer [1907]: La
veritat, la logica i 'episte-
mologia,

En tota la meva exposicié he mantingut fixa la logica sub-
jacent al raonament matematic. Malgrat que hem vist que
la veritat no sempre porta a una situacié dual, siné que
pot donar-se un tercer valor: ’empat o taules. Tampoc no
m’he preocupat de les qiiestions epistemologiques, i molt
menys encara de les temporals, pel que fa a la veritat.*” I
no penso pas fer-ho. Es un mén ple de misteris i de di-
ficultats, perque la matematica no és, com a vegades es
vol fer creure, quelcom fix, sempre igual, invariant en el
temps i independent del nostre coneixement i de les poten-
cialitats i limitacions del nostre pensament i, de retruc, del
nostre cervell. A més, en 'era de les computadores i dels
ginys mecanics, malanomenats robots, les persones no sén
els Unics ens que han de “comprendre” la matematica.

I una altra qiiestié encara, realment molt dificil i
que ¢és el titol de la petita obra de divulgacié de John D.
Barrow

Per qué el mén és matematic?4®

Aquesta pregunta ’han intentat respondre matematics, fisics

47L’exemple de Russell “avui fa sol”, avui pot ser veritat i dema,
fals. La qliestié és:

En general, una veritat —i, en particular, una veritat
matematica— depen del temps?
48Vegeu [5].
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i neurolegs.

Pero, en tot cas, aquestes giiestions les deixo apun-
tades aqui per si hi ha una altra ocasié que ens permeti
parlar-ne amb calma tot mirant d’entendre-les i d’aprofun-
dir-les. Només poden ser aprofundides seriosament amb
una discussié en la qual intervinguin mirades plurals no
sempre convergents en llurs opinions i conclusions.

Aquestes preguntes —i sobretot les respostes que els
puguem donar— sén I’aportacié que la logica —les logiques,
si ho prefereixen— pot fer a una comprensié més acurada
i pregona de la matematica. S’allunyen, pero, de ’objectiu
d’aquesta exposici6 en la qual hem intentat veure que és el
que la propia matematica pot aportar a la comprensié de
la veritat dels resultats matematics.

Cloenda

En cloure la meva exposicid, voldria recordar el meu amic
Nadal Batle (1945 —1997)°° amb qui vaig compartir, els
anys seixanta, l’entusiasme per la logica matematica i els
fonaments de la matematica. Aquesta passié I'heretarien
els companys del Departament de Logica de la Facultat
de Matematiques de la Universitat de Barcelona —Drs.
Josep M. Font, Antoni Torrens, i Ventura Verdi— amb
qui comparteixo un grup consolidat de recerca.

També voldria agrair molt particularment que la
meva amiga de molts anys i col-lega en la passié per la
Matematica —ella, d’una manera molt particular, per I’Ar-
itmetica— i en la curiositat per la Historia de la Matemati-

49Vegeu, per exemple, [13].
*0Vegeu [6].
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ca m’hagi proposat de formar part d’aquesta Reial Acade-
mia, i que hagi tingut ’amabilitat de llegir els esborranys
d’aquesta lli¢é i de millorar-la amb les seves observacions.

Perd també vull regraciar la capacitat dels meus
pares —Manuel i Francesca— per desvetllar-me ’amor pel
coneixement, la conflanca dels meus mestres —Drs. En-
rique Linés i Francesc d’A. Sales— que van confiar en la
meva capacitat i dedicacid, i sobretot la complicitat del
dia a dia en la recerca universitaria —ella, a la de la M.
Margarida que, amb el seu amor, la seva companyia i la
seva paciéncia, m’ha facilitat poder mantenir la passi6 per
P’estudi i el coneixement. Sense tots ells avui no seria aqui.

A tots vostes els haig d’agrair la seva disponibilitat
a acceptar-me, perque, en més de trenta anys de professié,
és la primera vegada que una Institucié m’atribueix una
qualitat académica que, d’ara endavant, m’hauré d’esforgar
a mantenir per tal de no decebre’ls.

Moltes gracies per la seva atencio!

Barcelona, 11 de febrer de 2003
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DISCURS DE CONTESTACIO
DFR I ACADEMIC NUMERARI

FEXCM. SR. DR. JOSED Ma. COSTA I TORRES






Excel‘lentissim Sr. President,
Excel-lentissims Srs. Académics,
Senyores i Senyors,

Ens reunim avui en acte solemne per rebre a I’Académia
de Doctors un nou membre. Es una gran satisfaccié donar la
benvinguda a I’Excm. Sr. Josep Pla i Carrera, Doctor en
Ciéncies, Seccié de Matematiques, Professor Titular del
Departament de Logica, Filosofia i Historia de la Ciencia de
la Universitat de Barcelona, i una personalitat del mon de la
recerca historica, 1 més concretament, de la historia de les
ciencies matematiques.

He d’excusar-me, i aixi ho faig constar, de ser jo qui
respongui ’erudit, interessant 1 important discurs de Dr. Pla.
Les meves activitats professionals no corresponen pas al
domini de la matematica 1 per aixo no soc jo el més indicat
per fer-ho. Perd pertanyer a una Acadeémia pluridisciplinar té
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el risc d’haver de contestar I’Académic entrant, honor que
avui m’ha tocat. Agraeixo doncs al Sr. President la invitacid
de contestar el discurs del Dr. Pla i I’oportunitat de presentar-
lo formalment.

Josep Pla i Carrera nasqué a San Feliu de Guixols, Baix
Emporda, el 1942. Es Llicenciat en Matematiques per la
Universitat de Barcelona, el 1970. Obtingué el doctorat amb
una tesi que porta per titol ‘Contribucié a 1’estudi algebraic
dels sistemes logics deductius’, que va dur a terme sota la
direccid6 del  Prof. Francesc d’Assis Sales, Catedratic
d’Estadistica matematica, llegida el 1975 i qualificada amb
Excel'lent ‘cum laude’. Seguidament es trasllada a Paris, on
va continuar la seva formacié universitaria amb diversos
cursos de matematiques a la Facultat de Ciéncies.

El Dr. Pla va comengar a donar classes com a professor de
matematiques i immediatament es va mostrar molt actiu en el
camp de la logica algebraica. Professa cursos de
matematiques a distintes institucions: Universitat Autonoma
de Barcelona, Universitat de Barcelona, Universitat
Politécnica de Barcelona i a la que avui s’anomena
Universitat Ramon Llull. Ser professor de quatre Universitats
no és pas un cas freqiient, i indica el grau d’activitat docent
del nou Académic.

Al mateix temps que donava les seves classes i que
mantenia el ritme de les seves publicacions, el Dr. Pla
s’implica cada vegada més en les tasques d’organitzacio. Va
formar part del comité dels Congressos Catalans de Logica,
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del 1982 al 1988, i dels Congressos de Llenguatges Naturals i
Llenguatges Formals, del 1985 al 1992. Fou Cap d’Estudis de
I’ensenyament de matematiques, 1985-1992, i uns anys més
tard va ser elegit Dega de la Facultat de Matematiques de la
Universitat de Barcelona, carrec que va ocupar del 1989 al
1992.

D’altre banda, cal dir que el Dr. Pla és Premi “Marti
d’Ardenya” de I’Institut d’Estudis Catalans, 1976, Premi per
“Estudis 1 Investigacié en Ciéncia Cognitiva Logica”, 1981 i
1991, Premi “Ferran Sunyer” de I’Institut d’Estudis Catalans,
1991, Premi de Literatura Cientifica de la Fundacié Catalana
per a la Recerca, 1998, entre altres. També és director de la
revista “Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques”
des del 1989.

La labor de recerca realitzada pel Dr. Pla ha assolit una
auténtica transcendéncia. Es autor d’un bon nombre de
publicacions en els camps de la logica algebraica, la historia
de les matematiques i la filosofia de les matematiques, i ha
presentat ponencies en gran nombre de reunions i congressos.

A la vista de I’activitat desenvolupada pel Dr. Pla, recordo
el que va dir a un estudios de la historia de les ciéncies,
Colerus, ‘les matematiques son una ratera i el que s’hi fica
dificilment troba la sortida’. Aixo és el que ha passat al Dr.
Pla, que en gosar entrar ha quedat empresonat, i s’hi troba bé.

El discurs d’ingrés del Dr. Pla, que acabem d’escoltar, sota
el titol “La veritat matematica”, reflecteix la seva formacid

61



humanistica, la seva personalitat profundament analitica, i és
el resultat del seu entusiasme per la matematica i, sobre- tot,
del seu esperit inquiet.

El Dr. Pla comeng¢a preguntant-se, que és la veritat?, la
pregunta pilatina que ha estat motiu de preocupacid i
d’analisi des dels inicis del pensament huma. Encara que hi
ha qui creu que la veritat no existeix i és un creaci6 de la
voluntat, el conegut ‘das Leben will Tduschung, es lebt von
der Tduschung (la vida vol ficcio, viu de la ficcio)’ de
Nietzsche, ¢€s evident que la filosofia aporta al llarg de
I’historia variades teories pel que fa al concepte de veritat.
Quan un criteri de veritat falla se’n busca un altre més
rigorés, 1 aixi es van acumulant criteris. Els errors duen a una
certa frustracié i, de vegades, a I’escepticisme, perd sense
renunciar mai a arribar a un criteri afortunat. I €s que I’interes
per la veritat €s una necessitat de ’home. La sentencia
socratica ‘o aweberaorol froé ov frotol avBpwny (una
vida sense ansia de veritat no pot ser viscuda per ’home)’, ho
posa en evidencia.

A qualsevol tractat classic de filosofia trobem que el
concepte de veritat implica sempre una relacid. Els dos
termes d’aquesta relacié son el subjecte i 1’objecte. Es la
definici6 classica de Sant Tomas d’Aquino, ‘adaequatio
intellectus et rei (congruencia de l’intellecte i la cosa)’,
tantes vegades criticada. La filosofia de I’tltim segle situa la
veritat en el pensament tan sols o, més exactament, en el
discurs huma. Des d’aquest punt de vista, es pot entendre la
veritat com I’adequaci6 del pensament a les coses. També es
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pot considerar que les idees tenen dues cares i dos valors
distints, i que, com diu Ortega, ‘una cara de la idea pretén ser
mirall de la realitat, de manera que quan aquesta pretensio es
confirma, es diu que és vertadera. La veritat és el valor
objectiu de la idea’. Pero per l’altra cara la idea s’agafa al
subjecte, a I’home que la pensa; en coincidir amb el seu desig
encara que no sigui vertadera, té una eficiéncia subjectiva i
dona satisfaccié intel-lectual. Aixi aquest autor oposa a la
veritat, o valor objectiu de la idea, la seva veritat o valor
subjectiu.

La veritat, en reflectir el que les coses son, ha de ser una i
invariable. Pero la historia ha canviat constantment d’opinio,
i ha donat com a veritat la que en cada moment s’adopta. Cal,
doncs, situar la veritat, que €s invariable, en el context huma,
que ¢s variable. S’ha dit que cada individu té les seves
propies conviccions d’alldo que és per ell la veritat. Es a dir,
tan sols es pot parlar de veritats relatives; aixo és la doctrina
relativista. Ara bé, si la veritat no existeix, no es pot parlar de
relativisme, i, d’altra banda, el convenciment de la veritat
esta ben associat a la condicié humana. Com que la veritat és
una i invariable, cal una espécie de subjecte comu i
contemporani a tots els homes. Es el que Descartes en diu la
rao i Kant Désser racional. Aquesta és la doctrina
racionalista.

El pensament és vertader si s’ajusta a les coses, i les
representa tal com son. Aixi doncs, segons Russell (1912), la
veritat consisteix en una correspondeéncia entre els elements
d’una situacio objectiva i els elements de la proposicié que la
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descriu. Per tal de millorar el concepte, Austin (1950) sosté
que la veritat radica en 1’asseveracio i no en I’enunciat. Pero
encara restava la dificultat d’haver de determinar si sén o0 no
vertaders I’anunciat i 1’asseveracio, per la qual cosa cal
comparar-los amb una realitat conceptualment articulada. Es
necessari disposar d’estandards de coheréncia que s’han de
fer pas a pas i dia a dia, i que és impossible codificar-los
mitjancant la metodologia cientifica i la filosofia. El
positivisme logic i les doctrines similars (1930) volien
eliminar el concepte de veritat del pensament cientific i
filosofic. Pero Tarski (1933) va introduir un nou métode que
significa un canvi radical, el qual va ser simplificat i divulgat
posteriorment (1944), i es va allunyar bastant de la concepcid
inicial. Cal citar Strawson (1950) i Glover (1970), entre els
qui contribuirien a millorar el metode.

Les relacions estructurals entre determinats enunciats
asseveratius asseguren la propagacio d’un als altres,
independentment dels temes als quals es refereixen; €s a dir,
que la veritat de la conclusié estd garantida si les premisses
son totes vertaderes, tal com resulta d’aplicar la silogistica
aristotelica.

En les ciéncies experimentals no té sentit predir el valor
exacte d’una magnitud, per la qual cosa de vegades es parla
de veritat aproximada i d’aproximacio a la veritat. Les
prediccions donen I’interval dins el qual esta el valor, i
també, en termes de probabilitat, que estigui dintre de
I’esmentat interval. Dit d’una altra manera, les prediccions i
les mesures son solament una ‘veritat aproximada’. Aixi, la
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quimica classica i la quimica quantica son dues
aproximacions a la veritat, la segona més que la primera.
Perd aquesta relacid entre veritat i aproximacié €s bastant
problematica. Una prediccié dona una mesura definida del
grau d’aproximacié de la magnitud, perd aquesta mesura falta
en el cas de les aproximacions. Cal preguntar-se fins a on els
conceptes de la teoria rellevada eren adients per a pensar la
veritat. Es clar que sense una teoria definitiva de totes les
coses ¢és dificil poder respondre la pregunta.

Per tal de dur a terme una comparaci6 significativa entre
les teories, cal recorrer al concepte quantitatiu de
versemblanga, introduit per Poper (1963), i definit com la
diferéncia entre les mesures del seu contingut de veritat i el
seu contingut de falsedat. Una teoria consistent mai és més
versemblant que una teoria contradictoria i una teoria és més
versemblant que una altre si la primera és vertadera i la
segona ¢s falsa perd consistent, la qual cosa no resulta molt
intuitiva. Malauradament, les definicions emprades no son
correctes, tal com posa en evidéncia Miller (1974). Altres
autors també han tractat de trobar definicions adients, pero la
nocié de versemblant com a aproximaci6 a la veritat és un
concepte que no esta pas resolt.

Per tal d’emmarcar el concepte de veritat matematica, el
discurs del Dr. Pla passa revista a les principals definicions
que li permeten presentar la tesi del discurs: ‘en
matematiques, la veritat 1 la falsedat sén una circumstancia i

no pas un atribut’.
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Aixi fa Danalisi d’algunes tesis de qiiestions
d’epistemologia i de logica relacionades amb la veritat
matematica. Com les d’Imre Lakatos, la logica del
descobriment matematic, on discuteix la classificacio, de
manera que segons l’actitud adoptada el concepte de veritat
sera ben diferent. A I’apartat dedicat a Alfred Tarski, la
veritat i el model, queda de manifest que la veritat o la
falsedat depenen de la semantica que se li atribueixi, i per tal
d’evitar dificultats cal utilitzar senténcies amb valor ben
determinat. Pel que fa a David Hilbert, la veritat i la
consistencia, les dues formes d’establir la veritat
coincideixen. Respecte a Kurt Godel, la veritat i passa revista
a D’anomenat programa de Hilbert i estudia si la teoria
axiomatica €s consistent. Seguidament comenta a Bertrand
Russell, la veritat i la paradoxa, mitjangant una completa
discussié sobre els conjunts i a través de la paradoxa de
Russell i ’axiomatica de Hilbert, conclou que no hi forma de
saber si la teoria axiomatica €s consistent. A Paul J. Cohen, la
veritat i la independéncia, planteja la qiiestié de ‘per cada
conjunt el joc corresponent esta sempre determinat?’, per dir
que la resposta €s la que es vulgui. Seguidament, presenta a
Berbhard Riemann, la veritat i el paradigma matematic, i es
pregunta ‘quina és la geometria de 1’Univers?’ i busca la
resposta fora de la matematica propiament dita. L ultim punt
estd dedicat a Luitzen Brouwer, la veritat, la logica i
I’epistemologia. Totes aquestes tesis son discutides amb
molta cura, tal com hem pogut comprovar durant la seva
presentacié. El Dr. Pla acaba la lligé amb la pregunta Per
qué el mon és matematic?’. Aquesta qiiestid, tal con ha dit,
queda apuntada per a una altra ocasid aprofundir-la com cal.
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Es evident que les matematiques sén aplicables a la vida
real 1 son l’embrocat de les ciéncies de la natura.
Construccions matematiques aparentment artificioses e inutils
al ser creades, després han resultat adequades per a
I’explicaci6 cientifica de problemes reals. Només cal recordar
la teoria de grups o el calcul funcional. Les ciéncies
experimentals no deixen pas de ser experimentals quan estan
expressades en termes matematics. Perd aixi aconsegueixen
claredat i guanyen precisi6. Per aixo el paper cada dia més
important desenvolupat per la matematica a la fisica, la
quimica, la biologia, entre moltes altres ciencies. Parlar de les
matematiques és parlar de I’evolucid de les ciéncies, ja que
I’estudi de la natura comenga a ser ciéncia quan ¢s
quantitatiu. La quimica passa a ser una ciencia amb
Lavoisier, qui va introduir la balanga al laboratori i va
comengar a trobar relacions quantitatives per tal d’explicar
els fenomens quimics. El coneixement d’aquestes lleis va fer
de la quimica una ciéncia racional. Aixi apareix la quimica
fisica, com una branca de la quimica caracteritzada per la
seva estructura altament matematica, construida per
investigadors, bons coneixedors de les matematiques i
experts en metodes numerics.

Per tal de no sortir dels limits d’una contestacié a un
discurs d’ingrés a I’Académia, no discutiré amb I’extensid
que cal les aportacions de la matematica en el camp de les
ciéncies de la natura ni la matematicitat del mon. Tal con ens
ha proposat el nou Académic, ho deixem per a un altre dia.
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Aixi doncs, només em resta dir que estic molt agrait al Dr.
Pla per les seves reflexions sobre la veritat matematica.
L’exposicio que acabem d’escoltar és provocativa i indueix a
pensar constructivament sobre la qiiesti6 que analitza. Té
sens dubte un toc d’originalitat que porta un enriquiment, i
estimula a aprofundir en el tema.

I finalment, en nom propi i en el de Reial Académia de
Doctors, felicito ben cordialment el Dr. Josep Pla Carrera al
ingressar en aquesta Institucié, i espero que la seva
col-laboraci6 contribuira a I’enriquiment intel-lectual de tots
el qui en formen part.
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Ricard Garcia Valles, Josep M* Simén i Tor i Albert Casellas i Condom. 1995.

La Unié Europea com a creacic del geni politic d’Europa (Discurs d’ingrés de
I’académic numerari Excm.Sr. Jordi Garcia-Petit i Pamies, Doctor en Dret, i contestacid
per ’Excm.Sr. Josep Llort i Brull, Doctor en Ciéncies Econdmiques), 1995.



La explosion innovadora de los mercados financieros (Discurs d’ingrés de
I’académic corresponent Il.Im.Sr. Emilio Soldevilla Garcia, Doctor en Ciéncies
Economiques i Empresarials, 1 contestaci6 per I’Excm.Sr. José Méndez Pérez, Doctor en
Dret), 1995.

La cultura com a part integrant de I’Olimpisme (Discurs d’ingrés com académic
d’honor de I’Excm.Sr. Joan Antoni Samaranch i Torells, Marqués de Samaranch, i
contestaci6 per I’Excm.Sr. Jaume Gil i Aluja, Doctor en Ciéncies Economiques), 1995.

Medicina i Tecnologia en el context historic (Discurs d’ingrés de ’académic
numerari Excm.Sr. Felip Albert Cid i Rafael, Doctor en Medicinai Cirurgia, i contestacié
per ’Excm.Sr. Angel Aguirre Baztan, Doctor en Filosofia i LLetres) 1995.

Els solids platonics (Discurs d’ingrés de I’académica numecraria Excma.Sra. Pilar
Bayer i Isant, Doctora en Matematiques, i contestacié per I’Excm.Sr. Ricard Garcia i
Valles, Doctor en Dret) 1996.

La normalitzacié en Bioquimica Clinica (Discurs d’ingrés de I’académic numerari
Excm.Sr. Xavier Fuentes i Arderiu, Doctor en Farmacia, i contestacid per I’Excem.Sr.
Tomas Vidal i Bendito, Doctor en Geografia) 1996.

L’entropia en dos finals de segle (Discurs d’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr.
David Jou i Mirabent, Doctor en Ciéncies Fisiques, i contestacié per I’Excm.Sr. Pere
Mird i Plans, Doctor en Ciencies Quimiques) 1996.

Vida i misica (Discurs d’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr. Carles Ballds i
Pascual, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacié per I’Excm.Sr. Josep M? Espadaler
i Medina, Doctor en Medicina i Cirurgia) 1996.

La diferencia entre los pueblos (Discurs d’ingrés de 1’académic corresponent
I1.Im.Sr. Scbastia Trias Mercant, Doctor en Filosofia i Lletres, i contestacié per
I’Excm.Sr. Angel Aguirre Baztan, Doctor en Filosofia i Lletres) 1996.

L’aventura del pensament teologic (Discurs d’ingrés de I’académic numerari
Excm.Sr. Josep Gil i Ribas, Doctor en Teologia, i contestacié per I’Exem.Sr. David Jou
i Mirabent, Doctor en Ciéncics Fisiques) 1996.

El derecho del siglo XXI (Discurs d’ingrés com académic d’honor de I’Excm.Sr.Dr.
Rafael Caldera, President de Venczuela, i contestacio per I’Excm.Sr. Angel Aguirre
Baztan, Doctor en Filosofia i Llctres) 1996.

L’ordre dels sistemes desordenats (Discurs d’ingrés de |’académic numerari
Excm.Sr. Josep M* Costa i Torres, Doctor en Ciéncies Quimiques, i contestaci6 per
P’Excm.Sr. Joan Bassegoda i Nonell, Doctor Arquitecte) 1997.

Un clam per a I’ocupacié (Discurs d’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr. Isidre
Fainé i Casas, Doctor en Cicncics Econdmiques, i contestacié per I’Excm.Sr. Joan
Bassegoda i Noncll, Doctor Arquitecte) 1997.

Rosalia de Castro y Jacinto Verdaguer, vision comparada (Discurs d’ingrés de
I’acadeémic numerari Excm.Sr. Jaime Manuel de Castro Fernandez, Doctor en Dret, i
contestacid per ’Exem.Sr. Pau Umbert i Millet, Doctor en Medicina i Cirurgia) 1998.

La nueva estrategia internacional para el desarrollo (Discurs d’ingrés de’académic
numerari Excm.Sr. Santiago Ripol i Carulla, Doctor en Dret, i contestacié per ’Excm.Sr.
Joaquim Gironella i Coll, Doctor en Medicina i Cirurgia) 1998.



El aura de los mimeros (Discurs d’ingrés de I’académic numerari’ Excm.Sr. Eugenio
Onate Ibanez de Navarra, Doctor Enginyer de Camins, Canals i Ports, i contestacio per
I’Excm.Sr. David Jou i Mirabent, Doctor en Ciencies Fisiques) 1998.

Nova recerca en Ciéncies de la Salut a Catalunya (Discurs d’ingrés de ’académica
numeraria Excma.Sra. Anna M* Carmona i Cornet, Doctora en Farmacia, i contestacid
per I’Excm.Sr. Ricard Garcia i Valles, Doctor en Dret) 1998.

Dilemes dinamics en I’ambit social (Discurs d’ingrés de I’académic numerari
Excm.Sr. Albert Biayna i Mulet, Doctor en Ciéncies Econdmiques, i contestacié per
’Excm.Sr. Josep Ma. Costa i Torres, Doctor en Ciéncies Quimiques) 1999.

Mercats i competéncia: Efectes de liberalitzacid i la desregulacio sobre Ieficacia
economica i el benestar (Discurs d’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr. Amadeu
Petitbd i Juan, Doctor en Ciencies Econdmiques, i contestacié per I’Excm.Sr. Jaime M.
de Castro Fernandez, Doctor en Dret) 1999.

Epidemias de asma en Barcelona por inhalacion de polvo de soja (Discurs d’ingrés
de I’académica numeraria Excma.Sra. M? José Rodrigo Anoro, Doctora en Medicina, i
contestacié per I’Excm.Sr. Josep Llort i Brull, Doctor en Ciéncies Econdmiques) 1999.

Hacia una evaluacién de la actividad cotidiana y su contexto: ;Presente o futuro
para la metodologia? (Discurs d’ingrés de 1’académica numecraria Excma.Sra. Maria
Teresa Anguera Argilaga, Doctora en Filosofia i Lletres (Psicologia) i contestacid per
’Excm.Sr. Josep A. Plana i Castellvi, Doctor en Geografia i Historia) 1999.

Directori 2000.

Antonio de Capmany: el primer historiador moderno del Derecho Mercantil
(Discurs d’ingrés de ’académic numerari Excm.Sr. Xabicr Afoveros Trias de Bes,
Doctor en Dret, i contestacié per I’Excm.Sr. Santiago Dexeus i Trias de Bes, Doctor en
Medicina i Cirurgia) 2000.

Lamedicina de la calidad de vida (Discursd’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr.
Luis Rojas Marcos, Doctor en Psicologia, i contestacié per I’Excm.Sr. Angel Aguirre
Baztan, Doctor en Psicologia) 2000.

Pour une science touristique: la tourismologie (Discurs d’ingrés de I’academic
corresponent, I1.Im.Sr. Jean-Michel Hoemer, Doctor en Lletres i President de la
Universitat de Perpinya, i contestacié per I’Excm.Sr. Jaume Gil-Aluja, Doctor en
Cic¢ncies Econdomiques) 2000.

Virus, virus entérics, virus de I’hepatitis A (Discurs d’ingrés de I’académic numerari
Excm.Sr. Albert Bosch i Navarro, Doctor en Ciéncies Bioldgiques, i contestacié per
I’Excm.Sr. Pere Costa i Batllori, Doctor en Veterinaria) 2000.

Mobilitat urbana, medi ambient i automobil. Un desafiament tecnologic permanent.
(Discurs d’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr. Pere de Esteban Altirriba, Doctor en
Enginyeria Industrial, i contestacid per I’Excm.Sr. Carlos Dante Heredia Garcia, Doctor
en Mcdicina i Cirurgia) 2001.

El rei, el burgés i el cronista: una historia barcelonina del segle XIII (Discurs
d’ingrés de I’academic numerari Excm.Sr. José Enrique Ruiz-Domenec, Doctor cn
Historia, i contestacié per I’Exem.Sr. Felip Albert Cid 1 Rafael, Doctor en Mcdicina i
Cirurgia) 2001.



La informacid, un concepte clau per a la ciéncia contemporania (Discurs d’ingrés
de ’académic numerari Excm.Sr. Salvador Alsius i Clavera Doctor en Ciéncies de la
Informacid, i contestacié per I’Excm.Sr. Eugenio Ofiate Ibafiez de Navarra, Doctor en
Enginyeria de Camins, Canals i Ports) 2001.

La drogaaddiccié com a procés psicobiologic (Discurs d’ingrés de ’académic
numerari Excm.Sr. Miquel Sanchez-Turet, Doctor en Cigncies Bioldgiques, i contestacid
per I’Excm.Sr. Pedro de Esteban Altirriba, Doctor en Enginyeria Industrial) 2001.

Un univers turbulent (Discurs d’ingrés de I’académic numerari Excm.Sr. Jordi Isern
i Vilaboy, Doctor en Hisica, i contestacié per I’Excma.Sra. Ma. Teresa Anguera i
Argilaga, Doctora en Psicologia) 2002.

L’envelliment del cervell huma (Discurs de promocié a académic numerari de
I’Excm.Sr.Dr. Jordi Cervés i Navarro, Doctor en Medicina i Cirurgia, i contestacid per
I’Excm.Sr. Josep Ma. Pou d’ Avilés, Doctor en Dret) 2002.

Les telecomunicacions en la societat de la informacié (Discurs d’ingrés de
I’académic numerari Excm.Sr. Angel Cardama Aznar, Doctor en Enginyeria de
Telecomunicacions, i contestacié per I’Excm.Sr. Josep Ma. Costa i Torres, Doctor en
Ciencies Quimiques) 2003.
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